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Des  fonctions  symétriques  des  racines  des  équations. 

1 .  \Js  appelle  fonction  d'une  ou  de  plusieurs  quan- 
tités, toute  expression  composée  de  ces  quantités,  ou 

dont  la  valeur  en  dépend  :  x",  — 7- ,    sont  des  fonctions  de 

d^^    I    1} 

x\  ax-4-b, .-  , ,  etc.   sont  encore  des  fonctions 

'  ex"*  -f-  c? 

de  X,  lorsqu'on  regarde  les  quantités  a  et  b ,  c  et  d^ 
comme  déterminées  ou  connues.  L'expression  ary—by^, 
considérée  par  rapport  aux  quantités  x  et  y  seules ,  est 
une  fonction  de  x  et  y  ;  les  racines  d'une  équation  dé- 
pendant de  ses  coeiïlciens  et  de  son  exposant ,  sont 
par  cette  raison  des  fonctions  de  ces  quantités. 

Quoiqu'on  ne  puisse  obtenir  en  général  les  racines 
d'une  équation  que  par  approximation  ou  avec  des  radi- 
caux, il  y  a  cependant  des  quantités  qui  dépendent 
de  ces  racines  ,  et  qui  s'expriment  d'une  manière 
rationnelle  au  moyen  des  coefiiciens  de  l'équation  pro- 
posée. Les  quantités  dont  je  parle  sont  Celles  qui  renfer- 
ment toutes  les  racines  com}:)inées  d'une  nianière  sem- 
a.  A 
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blable  ,  soit  entr'elles ,  soit  avec  d'autres  quantités ,  et 
que  pour  cela  je  nommerai  fonctions  symétriques, 
La  somme  des  racines ,  celle  de  leurs  produits  deux  à 
deux,  trois  à  trois,  etc.  données  respectivement  par  les 
coefïiciens  du  second,  du  troisième,  du  quatrième,  etc. 
termes,  sont  des  fonctions  symétriques. 

On  reconnaît  en  général  une  fonction  symétrique  à  ce 
qu'elle  ne  change  point  de  valeur,  quelque  permutation 
qu'on  y  fasse/ entre  les  quantités  dont  elle  dépend. 

La  raison  de  ce  fait  se  trouve  dans  une  propriété  bien 
remarquable  de  l'Analyse ,  et  qui  est  une  suite  nécessaire 
de  sa  généralité  ;  c'est  que  l'équation  d'où  dépend  la 
détermination  d'une  fonction  quelconque,  renferme  tou- 
jours toutes  les  valeurs  dont  cette  fonction  est  susceptible, 
en  y  échangeant ,  les  unes  dans  les  autres  ,  les  quantités 
«ur  l'ordre  et  la  valeur  desquelles  les  conventions  n'ont 
rien  établi  de  particulier. 

Les  questions  suivantes ,  quoique  très-simples ,  répan- 
dront le  plus  grand  jour  sur  tout  ceci. 

i2.  Sil'onse  propose  d'abord  de  trouver  deux  quantités 
dont  la  somme  soit  ip  ^  et  le  produit  q. 

En  représentant  par  x  et  par  y  ces  deux  quantités , 
on  aura 

^-^^'^P?  d'où  on  tirera  {  -[-P^  +  g^o 

les  deux  inconnues  xety  seront  les  racines  d'une  même 
équation ,  parce  qu'elles  entrent  toutes  deux  de  la  même 
manière  dans  les  conditions  du  problème. 

Je  suppose  maintenant  qu'aulieu  de  chercher  immé- 
diatement les  quantités  x  ety ,  on  se  borne  à  demander 
!a  valeur  de  leur  différence  x — y  :  on  l'obtiendra  sans 
peine,  car  en  vertu  des  équations  proposées,  on  aura 
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retranchant  le  second  résultat  du  premier,  il  viendra 
d'où  

On  prouvait  prévoir  d'avance  que  la  fonction  x  —  y 
aurait  deux  valeurs,  et  que  par  conséquent  elle  dépen- 
drait d'une  équation  du  second  degré  ;  car  rien  dans 
l'énoncé  de  la  question  et  dans  la  manière  de  la  résou- 
dre ,  n'indiquait  qu'on  cherchât  x — y  ou  y  —  x.  La 
fonction  x^  "hy^  ^  ^^  contraire  ,  dans  laquelle  il  est  in- 
différent de  changer  x  en  y  ,  et  réciproquement ,  n'étant 
susceptible  que  d'une  seule  valeur,  ne  dépendra  que 
d'une  équation  du  premier  degré.  En  effet ,  si  de  l'équa- 
tion x^  -f-  2  X  y  -}- J'*  =  P^ }  on.  retranche  celle  -  ci , 
2  xy  r=  2  ^  ,  il  en  résultera 

Ces  remarques  seront  d'autant  mieux  senties ,  qil'on  sera 
plus  habitué  à  la  marche  de  l'Analyse. 

3.  Il  est  facile  de  voir  que  si  *,  /2  ,  5. ,  «T  et  e ,  dési- 
gnent les  racines  d'une  équation  du  cinquième  degié  ,  les 
quantités. 

etc. 

sont  des  fonctions  symétriques  de  ces  racines.  Il  en  serait 
de  même  des  puissances  semblables  des  racines  d'une 
équation  d'un  degré  quelconque.  Newton  a  donné  des 
'formules  très-élégantes  pour  les  calculer  sans  .qu'il  soit 
besoin  de  résoudre  l'équation  proposée.  Ces  formules, 
qu'il  ne  démontra  point ,  sont  de  la  plus  _grande  impor- 
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tance  dans  la  théorie  des  équations  -,  je  vais  y  par- 
venir d'une  manière  simple  ,  au  moyen  de  la  formule 
trouvée  dans  le  n"  180  des  Élemens. 

4.  Soita:--f  Px— ^4-  Qx^-'-^-Rx^-^. . .  +  Tx-^U^o 
l'équation  proposée  ;  on  aura  pour  le  résultat  de  la  division 
de  cette  équation  par  x  —  et,  ordonné  par  rapport  à x , 


■M* 
H-P 


4-  Q 


%  I  ^m—3 


■i-CL^P 
+  *(> 


-fct"^'-^  P 
I    ^m— 3  r\ 


-f  fit''^-^  R 


Il  est  évident  que  si  on  divise  aussi  l'équation  proposée 
par  X  —  /2 ,  on  aura 


x^-'-^r^ 

x'"-*-^/^^ 

^m-3^^3 

o:'"-^ -f-.Ê'"-' 

-hP 

-h^P 

-{-ft'P 

-f /3— *  P 

4-Ç 

-f/^Ç 

4/2—^  Ç 

+  J^ 

-^/2'"-4  /î 

4- 
de  même  ,  en  la  divisant  par  x  —  5/ ,  on  trouvera 


1+  y  x"— +>'     l"- 

-3+^3 

X"— »....+>"■-' 

-fP       -^yP 

+>''i' 

-\-y"~'  P 

+  Q 

+>Ç 

+y-'Q 

+   R 

+>"'-<  iî 

En  continuant  ainsi,  on  obtiendra  autant  de  quotiens 
qu'il  y  a  de  racines  :  et  pour  les  ajouter  ensemble  ,  on 
représentera  par  S, ,  la  somme  des  premières  puissances 
des  racines,  par  5»  ,  celle  de  leurs  secondes  puissances. 


à 
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par  ^3 ,  celle  de  leurs  troisièmes,  enfin  par  S,r.  la  somme 
des  puissances  du  degré  m  :  on  aura  ainsi 

^3  r=  a3  +  ^3  _^  ^/  _^  J3  ^  ,3 


A  l'aide  de  cette  notation  ,  on  trouvera  pour  la  somme 
de  tous  les  quotiens  donnés  ci-dessus,  l'expression  sui- 
vante : 


mx^-'-hS, 

X— ^-f-^a 

x^-'-hSs 

r'"-4...+    5,n-i 

-i-mP 

-i-P5. 

-i-PS, 

•^PSm-. 

+mÇ 

-hQS^ 

-{-QSrn-S 

•i-niR 

-f-  RSm—4 

U) 


m  7' 


J'observe  maintenant  que  chaque  quotient  particu- 
lier est  le  produit  de  tous  les  facteurs  de  la  proposée  , 
excepté  celui  par  lequel  on  a  divisé.  Le  premier  de  ces 
quotiens,  par  exemple,  renferme  tous  les  facteurs, 
excepté  .r  —  î/.  :  le  coefTicient  de  son  second  terme  sera 
donc  la  somme  de  toutes  les  racines,  exceptée,  prises 
avec  des  siî;nes  contraires  ;  celui  de  son  troisième  terme, 
la  somme  de  tous  leurs  produits  deux  à  deux,  excepté 
ceux  qui  seraient  formés  de  la  lettre  «t,  combinée  avec 
chacune  des  autres  :  le  coeiTicient  du  quatrième  terme 
contiendrait  de  même  tous  les  produits  trois  à  trois ,  à 
l'exception  de  ceux  qui  résulteraient  de  la  lettre  ««, 
combinée  avec  deux  autres  quelconques,  et  ainsi  des 
coelHciens  suivans.  Ce  qui  vient  d'être  dit  sur  le  premier 
quotient  et  pour  la  lettre  «,  aura  lieu  également  par 
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rapport  au  second  et  à  la  lettre  iS,  au  troisième  et  à  1^ 
lettre  y,  etc. 

Il  résulte  de  là  que  le  coefïicient  du  second  terme  dans 
la  somme' des  quotiens ,  ou  dans  la  fonction  (y^) ,  est  égal 
à  (m. —  i)  fois  la  somme  des  racines  prises  avec  un  signe 
contraire;  car  si  toutes  les  lettres  se  trouvaient  dans 
chaque  quotient ,  on  aurait  m  fois  cette  somme  ]  mais 
comme  chaque  lettre  manquera  une  fois,  d'après  ce  qui 
a  été  dit  ci-dessus,  elles  ne  se  trouveront  toutes  répétées 
q,ue  (zn  —  i)  fois.  On  aura  donc  (m  —  i  )  P  pour  le 
coefficient  du  second  terme  de  (^)  ,  et  par  conséquent 

S,  -i-mP  —  ^m—i^P. 

Le  coefficient  du  troisième  terme  de  la  fonction  (^) 
contiendra  plusieurs  fois  les  divers  produits  des  racines 
^j  ^>  >>  <^,  etc.  combinées  deux  à  deux;  mais  chacun 
de  ces  produits  manquera  dans  deux  quotiens  :  atjS, 
par  exemple  ,  ne  se  trouvera  ni  dans  le  premier  ni  dans 
îe  second  ;  tous  ne  seront  donc  répétés  que  m  —  2  fois  ; 
et  comme  leur  somme  est  exprimée  piar  Q  dans  la  pro- 
posée, on  aura  (m  —  3)  Q  pour  le  coefficient  du  troi- 
sième terme  de  la  fonction  {A)  ,  d'où  il  résultera 

S^  4-  PS,  -f  mQ  =r  (7M  —  3)  (>, 

Le  coefficient  du  quatrième  terme  de  la  fonction  (^) 
sera  formé  des  produits  des  racines  prises  avec  des  signes 
contraires  et  combinées  trois  à  trois  ;  mais  chacun  de  ces 
produits  manquera  dans  trois  quotiens  :  —  et^y,  par 
exemple,  ne  se  trouvera  ni  dans  le  premier  ,  ni  dans  le 
second,  ni  dans  le  troisième,  tous  ne  seront  donc  répé- 
tés que  (771  —  3)  fois  :  leur  somme  ét£.ut  R  dans  la  pro- 
posée ,  (m — 5  )  R  sera  le  coefficient  cherché,  et  on  aura 
par  conséquent 

-S  -f  PS,  -f  QS,  ~l-  mR:=  (m  —  5)  R. 
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On  peut  pousser  ces  raisonnemens  aussi  loin  que  l'on 
Toudra ,  et  on  en  tirera 

S,-^mP=(m—i)P  ^        r5i-fP=o 

S3'\'PS,-{'QS,-i-mR=ifn—5)R  ^        ^^j-f-P^.-f  Ç5,-f-o/x=0 
etc.  J        \etc. 

5.  On  obtiendra  par  ces  formules  la  somme  des  puis- 
sances des  racines,  tant  que  l'exposant  de  ces  puissances 
«era  moindre  que  m  ;  mais  rien  n'est  plus  facile  que  de 
la  trouver  passé  ce  terme.  En  effet,  il  suffit  pour  cela  , 
comme  Euler  l'a  remarqué  ,  de  multiplier  l'équation  pro- 
posée par  x",  il  viendra 

mettant  successivement  ct^  /5,  y^  «T,  etc.  au  lieu  de  x  ^ 
on  aura 

etc. 

Et  en  ajoutant  ces  résultats  entr'eux,  on  conclura  de 
la  notation  adoptée , 

Cette  équation  se  lie  pai'faitementavecles  précédentes, 
car  en  faisant  ^  =  o ,  on  a 

^,  =  5o=  a« -h/3=  +  >° -f  J°  4- etc.; 

et  comme  ct=*=  1  ,  (6°=i  ,  5/°=  1 ,  J"°  r=  1 ,  etc.  il 
suit  de  là  que  S^  égale  l'unité  répétée  autant  de  fois 
qu'il  y  a  de  racines ,  ou  égale  m.  Par  cette  observation, 
l'équation  ci-de&sus  devient 
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résultat  dont  la  forme  répond  à  celle  de  la  dernière  def 
équations  du  numéro  précédent,  qui  serait 

Ces  équations,  dont  'a  loi  est  facile  à  saisir,  renfer- 
ment le  théorème  que  Newton  a  énoncé  dans  son  Arithmé- 
tique universelle ,  et  qu'il  a  apphqué  à  l'équation 

x^  —  x^  —  igx^  -f  49^  —  00  ^-r  o  : 

dans  ce  cas  particulier,  oùP  =  —  i,  Q  ■= — 19, 
/?  =  -f-  4.9 ,  -^  =  —  3o,  il  a  trouvé 

S,—  i,  S^  =  5^,  53  =  --89,   54  =  725. 
On  trouverait  de  même 

^5  =  —  2849. 
Il  est  visible  que  si  l'on  multipliait  l'équation 

x"^  -f  Px'"-'  -f  Qx'''-^ ^Tx-j-U—o 

par  le  facteur  x~",  et  que  dans  le  produit 

on  substituât  successivement,  au  lieu  de  x,  ses  valeurs 
et,  /S  etc.  puis  qu'on  ajoutât  entr'eux  les  divers  résul- 
tats ,  o.n  aurait  les  relations  des  sommes  des  puissances 

négatives.  En  désignant  par  5'_„  la  quantité 

^~«  -f-  /S-"  -|-  etc.  il  viendrait 

6.  Av.ec  le  secours  des  résultats  du  numéro  précédent, 
toute  fonction  algébrique,  rationnelle  et  symétrique  des 
racines  d'une  équation  quelconque ,  pourra  s'exprimer 
par  les  coefTiciens  de  cette  équation  ;  l'exemple  qui  va 
suivre ,  quoique  particulier,  montrera  suffisamment  de 
quelle  manière  la  chose  doit  s'exécuter  en  général. 

Soient  <* ,  |S  et  j/les  racines  d'une  équation  du  troisième 
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de'zyé  :  si  on  multiplie  Tune  par  l'autre  les  quantités 
^t  4-  (S«  ^  yn  ~Sn  et  ct?  -f  ^^  +  y^=^p,  ï^  ^n  résultera 

mais  la  première  ligne  du  premier  membre  est  égale  à 
Sn^p ,  et  la  seconde  est  une  fonction  symétrique  des  ra- 
cines <t  j  ^  et  y ,  formée  en  les  combinant  deux  à  deux, 
et  en  les  affectant,  chacune  à  leur  tour  ,  de  l'exposant  n 
et  de  l'exposant  p  :  on  aura  donc 

ct\2P^.  ctP^"-|- A^y-f-  :iPy"+^-yP-\^^Py^  =z  SnSp  — 5„^p. 

Il  est  facile  de  voir  qu'en  quelque  nombre  que  soient  les 
racines  «t ,  /S,  y,  etc.  la  valeur  d'une  fonction  symétrique 
delà  forme  a^^S^ -f-etc.  sera  toujours  S^Sp  —  Sn^py  les 
sommes  SnSp  et  S„_^p  étant  calculées  pour  le  nombre  de 
racines  que  l'on  considère. 

En  multipliant   par   et'^  -^ ^^  -j-yi  =  S,,,    l'équation 
précédente ,  on  aura 

a,n-hci2P^^pC,n-*-<j_^g^n-^gyP^^Pyn-^:i_^^r,^qyP_^Cpy^.^, 

^et''^Py'^-^cL''2iyP  -\-ctP^"y'>  Jf-ctP^t'^y''  -^ct'^lîyP  -{-A^^Py 

Les  deux  premières  lignes  du  premier  membre  de  cette 
équation  étant  des  fonctions  symétriques  formées  de 
produits  de  deux  lettres,  seront,  d'après  ce  qui  précède, 
exprimées  respectivement  par 

•^n-^-q  '^p  "~"  'Jn-rp-H  ^^  '^P-^9  ^1  """  "-^^-HP-K' 

et  on  en  conclura  que  la  ti'oisième  ligne ,  qui  est  une 
fonction  symétrique  formée  de  produits  de  trois  lettres, 
sera  égale  à 


lO  C    O    M    P    L   E   iM    E    N    T 

On  aurait  encore  ici,  comme  dans  le  cas  précédent,  un 

résultat  de  la  même  forme ,  quel  que  fût  le  nombre  des 

racines;   ensorte  que  l'expression  ci-dessus  est  celle  de 

toute  fonction  symétrique  composée  de  produits  de  trois 

racines. 

Le  procédé  dont  j'ai  fait  usage  pour  découvrir  les 
deux  formules  précédentes  est  général  ;  et  en  conti- 
nuant les  multiplications,  on  parviendra  à  exprimer  une 
fonction  symétrique  quelconque,  qui  ne  peut  jamais 
offrir  qu'une  suite  de  termes  tels  que  et"(^Py'} S^^  etc.  et 
dans  lesquels  chacune  des  lettres  fifc,  /2,  ^,  etc.  se  trouve 
affectée  successivement  de  tous  les  exposans. 

La  formule  donnée  ci-dessus  pour  l'expression  de 
la  fonction  symétrique  aJ^(èPy'J  -\-  etc.  doit  être  mo- 
difié-e  lorsque  quelques-uns  des  exposans  7i,p,  ^, 
deviennent  égaux.  Pour  fixer  les  idées,  je  supposerai 
qu'il  n'y  ait  que  les  racines  ^,  i^,  >,  «T. 

La  fonction  ct^ldPyf  -f-  etc.  composée  de  tous  les  ar- 
rangemens  possibles  des  exposans  7i,  p ,  q  y  sur  les  lettres 
^,  (^yy^  ^y  prises  trois  à  trois ,  renferme  en  général  vingt- 
quatre  termes  distincts  ]  mais  lorsque  deux  de  ces  expo- 
sans deviennent  égaux ,  comme  dans  la  fonction 

a^  ^y-\-  A^(iS'  -j-  etc.  elle  ne  contient  plus  que  douze 
termes  différens ,  répétés  chacun  deux  fois,  et  la  valeur 
que  donne  dans  ce  cas  l'expression  ci-dessus,  est  double 
de  celle  que  doit  avoir  l'ensemble  des  douze  termes  iné- 
gaux. Si  les  trois  exposans  /i ,  p  et  (jf  devenaient  égaux 
entr'eux,  la  fonction  et"  (6P  y'}  -f-  etc.  ne  renfermerait  plus 
que  quatre  termes  différens,  répétés  chacun  six  fois,  et 
dans  cette  hypothèse ,  il  faudrait  prendre  pour  la  valeur 
de  ces  quatre  termes  le  sixième  de  son  expression  gé- 
nérale. 


J 
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Toutes  les  fonctions  symétriques  sont  susceptibles  de 
•emblabîes  réductions  lorsqu'il  y  a  égalité  entre  quelques- 
uns  de  leurs  exposans  ;  en  comparant  leur  forme  réduite 
avec  leur  développement  général ,  on  verra  facilement 
par  quel  nombre  il  faut  diviser  l'expression  que  donne 
pour  ce  dernier  la  méthode  ci-dessus. 

Les  fonctions  fractionnaires  ne  doivent  pas  faire  un 
article  à  part,  car  lorsqu'elles  sont  symétriques,  il  en 
résulte,  après  qu'on  leur  a  donné  le  même  dénomina- 
teur, une  fraction  dont  les  deux  termes  sont  des  fonc- 
tions symétriques  et  entières.  La  fonction 

— I f--  4--r-7 f-  —  >    P^î"   exemple ,  conduit   a 

3: -i- ^--^ — i—^ — ^--^ — ^ ,  résultat  dont 

^Ay 

le  numérateur  et  le  dénominateur  sont  des  fonctions 
symétriques.  Plusieurs  Géomètres  se  sont  occupés  spécia- 
lement de  ces  recherches,  et  Vandermonde,  en  parti- 
culier, a  imaginé  une  espèce  de  signe,  ou  un  algorithme, 
au  moyen  duquel  il  a  construit  des  formules  générales 
qui  donnent  immédiatement  l'expression  d'une  fonction 
symétrique  quelconque.  Ceux  qui  serwnt  curieux  de  con- 
naître ces  formules,  pourront  consulter  soa  Mémoire 
(  Acad.  des  Scienc.  ann  1771  ). 

7.  Si  on  avait  une  fonction  dans  laquelle  il  n'entrât 
que  quelques-unes  des  racines  de  l'équation  proposée  , 
on  pourrait  encore ,  à  l'aide  de  ce  qui  précède,  parvenir 
à  former  la  nouvelle  équation  dont  elle  doit  dépendre- 
Qu'il  s'agisse  ,  par  exemple ,  de  déterminer  la  somme  de 
deux  quelconques  des  racines  de  l'équation  générale  du 
troisième  degré;  comme  il  n'y  aurait  pas  de  raison  pour 
représenter  cette  somme  par  ct-f-/^  plutôt  que  par*-f->) 
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ou  par  ^  ~\-  y,  ces  trois  expressions  doivent  être  regar- 
dées comme  autant  de  valeurs  dont  elle  est  susceptible  : 
elle  dépendra  par  conséquent  d'une  équation  du  troi- 
sième degré ,  ayant  pour  racines  âfc-f-/2,  et-j-y  ^tQ-^-y, 
et  qu'on  formera  en  égalant  à  zéro  le  produit  des  facteurs 

^-(^4-/2),    z-ict^y),    ^-(/24-^). 

En  effectuant  le  calcul ,  on  trouvera 

les  coefliciens  des  différentes  puissances  de  z  dans  ce  ré- 
sultat, sont  des  fonctions  S3miétriques,  dont  on  trouvera 
facilement  l'expression,  et  les  valeurs  de  l'inconnue  z 
seront  aussi  celles  de  la  fonction  cherchée. 

L'équation  générale  du  troisième  degré  étant  repré- 
sentée par  x^  -I-  Px^  -f-  Qx  -)-  Tî  =  o ,  on  aura 

etct^iS-j-  ctiS^  4-  cey  4-  cty^  -|-  /S^j,  4.  /g ;^-  —  5a>S,— ^3  ; 
mais  on  a  par  les  équations  du  n°  4  ^ 

et  de  plus 

^A(6y~R: 

il  viendra  donc 

^{ce^Jf.ct^-J^cey^cLy^^^^y^^y)'-Q.A^y—P  Q— /? , 

et  en  dernier  résultat , 

Cet  exemple  fait  voir  que  pour  trouver  l'équation  d'où 
dépend  une  fonction  quelconque  des  racines  de  la  pro- 
posée ,  il  faut  faire  dans  cette  fonction  toutes  les  per- 
mutations possibles  entre  les  leltres  sLjê,y,  S ,  etc.  et 
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désignant  par  ài\0  ^y  ^  etc.  les  diîTérens  résultats  ob- 
tenus ainsi ,  on  égalera  à  zéro  le  produit  des  facteurs 
2.  —  et  ^  z--^'  y  z  — y,  z  —  J' ,  etc.  Les  coeIRciens  des 
puissances  de  idans  l'équation  à  laquelle  on  parviendra, 
étant  des  fonctions  symétriques  des  quantités  <*' ,  iS',  y\ 
J' ,  etc.  qui  renferment  entr'elles  toutes  les  combinaisons 
qu'on  peut  faire  des  quantités  ot,  /S,  y^  J",  etc.  dans  la 
fonction  cherchée,  seront  auî^i  des  fonctions  symétriques 
de  ces  dernières  ,  et  pourront  par  conséquent  s'exprimer 
sous  une  forme  rationnelle  par  les  coefficiens  de  l'équa- 
tion donnée.  Eq  effet,  il  est  facile  de  voir  qu'aucune  des 
fonctions  symétriques  de  <^  ,&  ^y' y  -'  ,  etc.  ne  peut 
changer  de  valeur ,  de  quelque  manière  qu'on  permute 
entr'elles  les  lettres  :&,  /3 ,}/,  ' ,  etc.  et  cette  invariabi- 
lité est ,  ainsi  qu'on  l'a  vu  plus  haut,  le  caractère  essen- 
tiel des  fonctions  S}  métriques. 

8.  En  renversant  les  expressions  de  ^^1,   ^a  ,   S^^^  etc. 
données  dans  le  w""  ^y  on  obtient  les  suivantes  : 


P=: 

-^., 

o  — . 

PS, 

+  ^. 

V  — 

ft 

7?  =  - 

QS, 

-UP.Ç, 

-^^ 

etc. 

par  le  moyen  desquelles  on  peut  trouver  les  coelHciens 
P ,  Q ,  /î ,  etc.  d'une  équation  x'"-}-Pjc'"~'-f-  etc .  —  o , 
lorsqu'on  connaîtra  les  sommes  vSi ,  Sr^,  S3 ,  etc.  des  puis- 
sances de  ses  racines. 

Ces  formules  sont  commodes  pour  former  l'équation 
aux  quarres  des  différences  des  racines  d'une  équation 
donnée  (^Élem.  208). 

Soit  pour  exemple  l'équation  x^  —  j  X'\~j-=.q\  dési- 
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gnant  par  «x,  /i ,  y,  les  racines  de  la  proposée  ,  il  viendri 
{z-(*  •  ^y}  {z^i^L-yy}  {^-(^  -  yyjzz^o  (D). 
La  somme  des  racines  de  cette  dernière  est 

{ct-i^y^   {ct^yy-^^(i-yy=:= 
2  (  :t*  -f  iS*  4-  ;j.')  —  2  (^ct(6-^cty^^y-)  —  25.  — sÇ, 
celle  de  leurs  qiiarrés, 

celle  de  leurs  cubes, 

mais  on  trouvera  par  les  formules  du  n°  4  > 

5,=o,  .^a=^i4, 53=— 21 ,  54=38,  55= — 245, 56= 833 j 

nommant  donc  fi,  f^,/:^^  les  sommes  rapportées  ci-des- 
sus ,  on  aura 

/.=42,      /,=882,      /3  =  18669; 

et  comme  il  existe  entre  fi  ^  f^  y  f 3  ^  et  les  coefiiciens 
p,  ^,  r,  les  mêmes  relations  qu'entra  Si,  52,  53,  etc. 
et  les  coefficiens  P,  Q ,  R,  etc.  on  aura  encore  par  lei 
formules  citées  plus  haut , 

P— —/i  =  — 42 
et  par  conséquent  l'équation  (D)  deviendra 
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^3— 42^*-f44i  2  —  49  =  0, 

comme  dans  le  n°  2c8  des  Éltmens, 

g.  La  théorie  de  l'élimination  ,  dans  les  équations  à 
deux  inconnues,  dérive  d'une  manière  bien  simple  de 
celle  des  fonctions  symétriques,  exposée  dans  les  articles 
précédens. 

Soient  les  deux  équations 

X-  ^p'x"-'-H  Q'x'^-^^R'x'^-K . .  -f  Y'x^Z'—o ...  (2)  ; 

le  moyen  qui  s'offre  le  premier  pour  chasser  x  de  ces 
équations,  consiste  à  prendre  dans  l'une  d'elles  la  valeur 
de  X ,  pour  la  substituer  ensuite  dans  l'autre.  Supposant 
donc  que  l'équation  (1)  soit  résolue  ,  et  qu'on  en  ait  tiré 
les  diverses  valeurs  jr=:=  «t,  jc  =  i3,  x^=y  y  x=<^j  etc. 
comme  elles  appartiennent  toutes  à  la  question  proposée  , 
elle»  doivent  être  substituées  indistinctement  dans  l'équa- 
tion (2),  et  produiront  ainsi  autant  de  résultats  délivTés 
de  X,  que  l'équation  (  1  )  a  de  racines  :  on  aura  sépa- 
rément 

etc.  ) 

Aucune  de  ces  équations,  considérées  en  particulier, 
lie  peut  être  la  résultante  cherchée  ;  mais  cette  dernière 
doit  les  comprendre  toutes  ,  et  avoir  lieu  en  même  temps 
que  chacune  d'elles ,  condition  qu'on  remplira  en  les 
multipliant  entr'elles,  et  en  égalant  le  produit  à  zéro, 
puisque  ce  produit  deviendra  identiquement  nul ,  quand 
l'un  quelconque  de  ses  facteurs  s' évanouira  :  on  voit  de 
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plus  qu'il  ne  changera  point,  quelque  permutation  qu'on 
fasse  dans  l'ordre  des  quantités  ct^fl  ^y ,  cT,  etc.  qui  con- 
courent toutes  de  la  même  manière  à  sa  formation  ;  il  ne 
renfermera  donc  que  des  fonctions  symétriques  de  ces 
quantités ,  et  pourra  par  conséquent  s'exprimer  ration- 
nellement par  les  coefficiens  de  l'équation  (i). 

Si  les  équations  (i)  et  (2)  ne  renferment  que  deux 
inconnues  a:  et  v,  et  sont  du  même  degré  par  rapport 
à  l'une  que  par  rapport  à  l'autre,  l'équation  finale  en  jy 
ne  s'elevera  point  au-delà  du  degré  jnn.  En  effet,  la 
somme  des  exposans  de  a:  et  de  ^ ,  ne  pouvant  surpasser  m, 
dans  chaque  terme  de  l'équation  (1) ,  j'  ne  se  trouvera 
qu'au  premier  degré  dans  P,  au  deuxième  dans  Ç,  au 

troisième  dans  R au  (  m — 1  )^'"''  dans    T ^  et  erJin. 

au  m''"^dans  U.  En  examinant  la  composition  des  équa- 
tions qui  donnent  Si,  S2,  S3 ,  etc.  (4),  on  verra  que 
5i ,  ne  pourra  être  que  du  premier  degré  en  y ,  Su  du 
deuxième  ,  etc.  A  l'aide  de  ces  remarques  ,  on  concevra 
facilement  que  l'exposant  dey  dans  une  fonction  symé- 
trique quelconque  «t"  ^p  y'}  6\  etc.  (6)  ne  surpassera 
point  le  nombre  /i-f-p-f-^z-f-r-f- etc.  qui  marque  le 
degî'é  de  cette  fonction  :  on  pourra  donc  regarder  les  di- 
verses puissances  de  6t ,  /S>  >,  <^' ,  etc.  comme  des  fonc- 
tions de  y  du  degré  marqué  par  l'exposant  dont  elles 
sont  affectées.  Mais  dans  l'équation  (2) ,  la  somme  des 
exposans  de  a:  et  y  n'étant  jamais  plus  grande  que  ;z , 
P'  sera  du  premier  degré  en  y,  Ç/  du  second,  R'  du 
troisième,  Y'  du  (  n —  1  Y""' ,  et  enfm  Z'  du  n^'"^;  tous 
les  termes  des  équations  (3)  pourront  donc  aussi  être 
regardés  comme  des  fonctions  de  y  du  degré  n  au  plus. 
Maintenant  si  on  fait  attention  que  chaque  terme  du 
produit  des  équations  (3)  aura  pour  facteurs  un  nombre 
m  de  termes  de  ces  équation:;,  on  sera  convaincu  que  jy 

ue 
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ne  ponrra  s'y  trouver  affecté  d'un  exposant  supérieur 
à  mn. 

Ceux  qui  auront  quelque  peine  à  saisir  les  raisonne- 
mens  precedens,  à  cause  de  leur  grande  généralité,  feront 
bien  de  développer  le  produit  des  équations  (3)  dans 
quelques  caspai'ticuliers. 

10.  Pour  éclaircir  ce  qui  précède,  je  vais  en  faire 
l'application  aux  deux  équations 

x*-|->x-f  Ç=o,     af-\-P'x-hQ'=Q  (Elém.iSS): 

et  et  jS  étant  les  racines  de  la  première ,  on  aura,  en  les 
substituant  dans  la  seconde. 

Le  produit  de  ces  deux  équations  sera 

mais  et''  (6':=:Q\et^^  -f  ct^^=A(i(  ct-f-./?)  =— P  Q 

A  l'aide  de  ces  valeurs  ,  le  résultat  ci-dessus  devient 


Ç^-2ÇÇ'  +  Ç 


ou  ,  comme  dans  le  numéro  cité  des  Elémens  , 

(Ç-Ç')'  +  (^Ç'-^9)(^-'P')=°- 

Piemplaçant  les  lettres  P  et  P'  ,  Q  et  Q'  par  les  quan- 
tités qu'elles  représentent,  on  aura  l'équation  finale  enj'. 

1 1 .  La  théorie  des  fonctions  symétiiques  trouve  aussi 
son  application  dans  les  équations  à  plusieurs  inconnues. 
Soient  par  exemple  deux  équations  contenant  les  incon- 
nues a;  et  y  ;  si  on  désigne  les  valeurs  de  x  par 

fi?,  /3,  7  ,  o- ,  etc. 
2.  B 
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celles  de  j  par 

o: ,& ,  >',  J',etc. 
ensorte  que  a!  corresponde  à  «i,  /S'  à  /2,  et  ainsi  de  suite, 
toute  fonction  de  ces  quantités  qui  demeure  la  même 
lorsqu'on  y  change  un  grouppe  de  valeurs  dans  un  autre 
et  réciproquement,  comme  par  exemple  :fc  et  et' en  /2  et^', 
puis /2  et  iS'  en  fit  et  fit' ,  est  symétrique  et  peut  s'obtenir 
rationnellement  par  les  coefTiciens  des  équations  pro- 
posées :  telle  est  la  fonction 

en  ne  supposant  que  quatre  valeurs  à  chacune  des  in- 
connues. 

Waring  avait  indiqué  il  y  a  long-temps ,  pour  obtenir 
ces  fonctions,  un  moyen,  qui  d'ailleurs  s'offre  presque 
de  lui-même  :  c'était  de  faire  xP^p'=^,  et  d'éliminer 
x,  et  y  entre  cette  équation  et  les  proposées.  La  ré- 
sultante en  i  ayant  pour  racines  les  diverses  combinai- 
sons 

ctP^'P',  /Sp^'p',  >V'^  ^^c- 

le  coefficient  de    son   second  terme   serait  un  nombre 
équivalent  à 

_  (  aPÀ^'  4-  P^^'  -f-  yy^'  +  etc.  ) . 
Ce  procédé  exigeant  qu'avec  les  équations  proposées  on 
en  combine  une  autre  où  les  inconnues  x  et  j'  passent  le 
premier  degré,  jette  dans  les  embarras  de  Téhniination 
entre  trois  équations  à  trois  inconnues ,  lorsqu'il  s'agit 
d'équations  qui  n'en  contiennent  que  deux.  M.  Poisson, 
professeur  d'analyse  à  l'École  Polytechnique,  a  imaginé 
*ji  artifice   qui  sauve  cette  difficulté. 

11  fait  i  r=  X  -f-  ^j ,  A  étant  un  coefficient  indéter- 
miné quelconque.  Si  1  ou  tire  de  cette  équation  la  va- 
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leur  de  x  ou  de  y,  celle  de  .r,  pai-  exemple,  qui  est 
^ — -^V  pour  la  substituer  dans  les  deux  équations 
proposées,  les  résultats  en^et^,  seront  encore  du 
même  degré;  et  si  on  élimine jy,  l'équation  finale  en  t, 
aura  pour  racines  les  diverses  valeurs  que  prend  Jafonc- 
t»on  x -f- _^j' ,  lorsqu'on  substitue  aux  inconnues,  chaque 
grouppe'de  leurs  valeurs  coiTespondantes,  savoir: 
ct-i-A:t\  /?-f-^.5S  >+^>' ,  ^-j-M',  etc. 

La  somme  des  puissances  semblables  de  ces  racines, 
ou  la  fonction 

(  ct~{-AcLy  -h  (,s-f-^c/)^  4-  {y-^-^yy  -f  etc. 

sera  exprimée  par  une  fonction  rationnelle  et  entière 
des  coefficiens  de  l'equation  en  t,  qui  ne  contiendront 
que  ceux  des  proposées,  et  la  lettre  J[;  on  pourra  par 
conséquent  développer  cette  fonction  dans  la  forme 

a -j- bA -i^  c^^ -\-  dA^  -f  etc. 
a,  b,  c,  d,  etc.  désignant  des  quantités  connues. 

Si   on  développe  dans  la  même  forme ,  la  fonction 
(^A-j-Ast'y  -f-  etc. ,  on  aura  l'équation 


rA  -V    ct^--:t'^  r(r— 1)  A'  -f-  etc. 


1  .  a 


CL'  -j-  cL'-'a! 

-f  etc. 

=  û     -f-  hA  +  cA-  -{.  etc. 

qui  doit  se  vérifier  indépendamment  de  toute  valeur  de 
A,  puisque  rien  ne  détermine  ce  nombre  :  il  faudra 
donc  qu'on  ait  séparément 

r  (  *-'*'  -f.  /2r-i5^  _^  y-,^,  ^  g^^  ^  _  ^ 

-^  -  C  ^'-^^'^  -F  ^^-^^=  -^  >^->'^  -f-  etc.  )  =:.  c, 
etc. 
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équations  qui  feront  connaître  les  fonctions  symétriques 

de  la  forme 

ctP  et' P'-\-l6PliP'  -{-etc. 

dans  lesquelles  p-\~p'  :^  r. 

Si  on  multiplie  la  précédente  par 

<:t9AV -|_ /î?/SV_f-etc. 
le  produit 

etP-^a.'P'-^'i'  -j-  /2P^-9/gV-»-9'  -f-  etc.  ' 
APafP'/i'i  f6'i'  -1-  eL'i!/^'i'^P0P  -f-  etc. 
comprendra  deux  fonctions  symétriques ,  dont  la  pre- 
mière se  déduira  de  clPclP'  -f-  etc.  en  changeant  p  enp  -f-  ^r 
et  p'  enp'  -\-  q  ',  on  déterminera  donc  la  seconde,  et  en 
s' élevant  ainsi  de  proche  en  proche,  comme  on  l'a  indi- 
qué à  l'égard  des  équations  à  une  seule  inconnue  ,  dans 
le  n°  6 ,  on  obtiendra  la  valeur  des  fonctions  symétriques 
les  plus  générales  :  on  peut  voir  la  loi  de  leur  forma- 
tion dans  les  Meditationes  algebraicœ  de  Waring  , 
(page  225). 

12.  Il  est  facile  d'étendre  ce  qu'on  vient  de  lire,  à 
un  nombre  quelconque  d' équations  contenant  un  pareil 
nombre  d'inconnues. 

Pour  trois  équations  en  oc ,  y  y  z ,  par  exemple ,  on 

prendra 

t  •=.x  -^  uéy-^-Bz, 

et  substituant  à  or,  la  quantité  t  —  Ay — Bz,  A  et  B 
étant  des  nombres  quelconques  on  éliminera^  et  z, 
entre  les  résultantes ,  ce  qui  conduira  encore  à  un« 
équation  en  t ,  dont  les  racines  seront 

ct-\^Ja!  'i-Bct^^'i' A^'-i-B^",  etc. 
i\  on  désigne  par 


A 

^    . 

y  > 

«T  ,  etc. 

d 

^\ 

y' . 

y  ,  etc. 

a" 

^\ 

y"> 

y,  etc. 
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les  valeurs  correspondantes    des   inconnues  jo  y  y  et  z. 

La  somme  des  puissances  r  de  ces  racines ,  que  je 
représenterai  par  5'r  (<*  -f-  ^^a  -f-  Ba")^  s'exprimant 
d'une  manière  rationnelle  au  moyen  des  coeffîciens 
de  l'équation  en  t,  si  on  la  développe  ainsi  que  sa 
valeur,  suivant  les  puissances  et  les  produits  des  lettres 
A  tt  B  y  qui  doivent  rester  indéterminées,  la  compa- 
raison des  termes  semblables  par  rapport  à  ces  lettres  f 
donnera  les  fonctions  de  la  forme 

A'-f /S'-f-y-f-etc. 
ct'-^ct'  -f /S^-'^S'  -f-  y-';.'  -f  etc. 


fûctv'al'p"  4-  pQlp'ç,"^"  -j-  y?y'?'y?'<  ^  etc. 
dans  lesquelles  on  ap -|-p'-f-p''=:r. 

Par  la  multiplication  de  celles  -  ci ,  on  composera 
celles  de  la  forme 

dLVctVa!'v"gfl^<i'g^''^'>  ^  etc. 

i3.  Au  moyen  de  ce  qui  précède  ,  on  parviendrait  à 
l'équation  d'où  dépend  une  fonction  donnée  des  incon- 
nues r ,  y ,  z,  en  formant  dans  cette  fonction  toutes  les 
combinaisons  possibles  des  valeurs  correspondantes  des 
inconnues,  comme  dans  le  n^  7.  Mais  l'objet  principal  de 
ces  recherches ,  est  d'étendre  à  l'élimination  entre  un 
nombre  quelconque  d'équations,  le  procédé  du  n''  7,  et 
d'en  conclure  la  démonstration  de  la  proposition  géné- 
rale, énoncée  dans  le  n°  196  des  Elémens. 

Pour  cela,  soient  4  équations  complètes,  de  degrés 
quelconques,  renfermant  les  inconnues  x  ,  y  ,  z  et  zz  :  si 
entre  les  3  premières  on  élimine  alternativement  j  et  z , 
:r  ets,  x  etjy ,  on  aura  trois  résultats  en 

xetu,   y^tUy    z  et  V. 
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Ces  dei'nières  équations  seront  en  général  toutes  trois  du 
même  degré,  puisque  les  équations  proposées  étant 
complètes,  chacune  des  inconnues  y  entre  de  la  même 
manière  que  les  autres  ;  désignant  donc  par  n  le  degré 
des  nouvelles  équations,  et  concevant  qu'elles  soient 
résolues ,  on  tirera  de  la  première ,  pour  x,  n  valeurs 

et,  /S,  >,  «T,  etc. 
de  la  seconde  ,  pour  y,  /z  valeurs  correspondantes 

et' ,  /S', y,  S\  etc. 
de  la  tî-oisième,  pour  z ,  n  valeurs  correspondantes 

^",r,y',r,etc. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  la  quatrième  équation 
proposée,  que  je  représente  par 

m  étant  l'exposant  de  son  degré ,  on  formera  les  équations 

particulières 

etc. 

dont  le  nombre  sera  n  ,  et  auxquelles  doivent  satisfaire 
les  diverses  valeurs  de  u  ;  on  conclura  de  là ,  comme  dans 
le  n°  1Î2,  que  l'équation  finale  en  u  résulte  du  produit 
(^,  *',  et",  uy-  (/S ,  ^\  /S",  uY  (y,  y\  y",  uY  etc.  ==  o, 
comprenant  n  facteurs. 

Il  ne  renferme  que  des  fonctions  symétriques  des 
valeurs  des  inconnues  jj,  ^  ,  z,  puisqu'en  y  changeant 
un  grouppe  quelconque  de  ces  valeurs  dans  tout  autre  , 
on  ne  fait  que  chan2:er  l'ordre  des  facteurs.  On  peut 
donc  exprimer  ce  produit  d'une  manière  rationnelle 
au  moyen  des  coeiîiciens  des  trois  premières  équation^ 
proposées. 
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On  remarquera  d'abord  que  chacun  de  ces  facteurs  a 
pour  premier  terme  w'",  et  que  par  conséquent  le  pre- 
mier terme  du  produit  sera  i/'"\  Dans  tous  les  autres 
termes,  l'exposant  de  îi  ne  peut  pas  non  plus  s'élever  au- 
delà  de  mn  ;  car  la  somme  des  exposans  des  lettres x,y, 
z  et  u ,  dansl'équation  (x,  v,  z,  uT=z  o,  ne  pouvant  passer 
le  degi'é  m,  celle  des  exposans  des  lettres  *,  «t  ,  etc. 
/2,  ^'  etc.  y  y  y,  etc.  et  w ,  ne  pourra  surpasser  mn 
dans  le  produit,  et  l'expression  des  fonctions  symé- 
triques qui  composent  les  difFérens  termes,  ne  peut 
s'élever  au  de-là  de  leur  degré.  En  effet,  l'équation  ent 
du  n°  précédent  ne  peut  monter  plus  haut  que  le  degré 
le  plus  élevé  des  équations  entre  l'une  quelconque  des 
lettres^,  j,  2;,  et  la  lettre  u;  et  si  on  la  représente  par 

r-f/'"'-»-f-Ç/"-= -}-L'==:o, 

u  ne  passsera  point  le  premier  degré  dans  P , 

le  second  dans  Q , 


le  n^""'  dans  U  : 


les  fonctions  de  la  forme  Sr{àL'\-Ad!-\-Bct")  ne  com- 
prendront par  conséquent  aucun  terme  où  l'exposant 
de  u  surpasse  7*,  puisque  leur  expression  sera  celle  de 
la  fonction  Sr  dans  le  n°  4-  I^  suit  de-là  que  toute  fonc- 
tion de  la  forme 

clVcl'v'a"v"  -I-  ^v^'f^"?"  -f-  etc. 

ne  pourra  s'élever  au-delà  du  degré  p  -f-p'-f-p">  ^t 
que  dans  toutes  les  autres  fonctions  symétriques  dé- 
duites de  la  multiplication  de  ces  dernières  ,  l'ex- 
posant de  la  lettre  u ,  ne  passera  pas  celui  qui  marqua 
leur  degré ,  ainsi  qu'on  l'a  affirmé  plus  haut. 

Il  n'y  aura  donc  enfin  dans  le  produit 

4 
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iu.ct'y  u)'"  (.^,/S^/2'",  ztr  iy,y,y\  ur  etc.; 

aucun  terme  où  la  lettre  u  passe  le  degré  mn. 

Ces  raisonnemens  peuvent  être  facilement  modifiés 
pour  jun  nombre  quelconque  d'équations  ;  et  comme 
on  a  déjà  vu  que  pour  deux  équations  à  deux  incon- 
nues, l'une  du  degré  m ,  l'autre  du  degré  n,  l'équation 
finale  ne  monte  pas  au  delà  du  degré  m/r, il  résulte  donc 
de  ce  qu'on  vient  de  prouver,  que  pour  trois  équations 
a  trois  inconnues,  dont  les  degrés  respectifs  seraient 
^^>  ^,  Pi  l'équation  finale  ne  passerait  pas  le  degré 
^'^  Xp ,  et  ainsi  de  proche  en  proche  ;  donc  enfin  :  le 
degré  de  V  équation  finale  ,  résultante  de  V  élimination 
entre  un  nombre  quelconque  d'équations  complètes  , 
renfermant  un  pareil  nombre  d'inconnues  et  de  degrés 
quelconques ,  est  égal  au  produit  des  exposans  qui 
marquent  le  degré  de  ces  équations. 

A  l'égard  des  équations  particulières  qui  n'ont  pas 
tous  les  termes  compris  dans  les  équations  complètes, 
il  pourrait  seulement  manquer  aussi  quelque  terme 
dans  l'équation  finale ,  qui  par  là  se  trouverait  abaissée , 
ce  qui  ne  change  rien  à  l'énoncé  du  théorème. 

De  la  Résolution  générale  des  équations, 

14.  On  a  \^i  {Elem.  i83,  note)  que  la  recherche 
immédiate  des  racines  d'une  équation  par  leurs  rela- 
tlonsavecsescoefTiciens^faittoujoursretombersurlapro- 
posée  ;  mais  il  n'en  serait  pas  de  même  si  l'on  cherchait 
d'autres  fonctions  des  racines,  et  si  l'on  pouvait  trouver 
de  ces  fonctions  qui  dépendissent  d'équations  d'un  decrré 
moins  élevé  que  la  proposée  :  il  en  résulterait  un  moyen 
de  résoudre  celle-ci ,  comme  on  va  le  voir  pour  les  2' , 
3' ,  et  4'  degrés. 

Soit  d'abord  l'équation  du  second  degré. 
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que  a  et  b  représentent  ses  deux  racines  :  on  aura 
a  -\-  b  =  —  p,  ab-=zq  {  Éîem.  i83  ). 

En  cherchant  à  déterminer  aetb  par  ces  deux  équations , 
on  trouverait  en  a  ou  en  è  une  équation  semblable  à  la 
proposée  ;  mais  si ,  par  quelque  moyen  que  ce  fut,  on 
panenait  à  obtenir  ,  entre  les  racines  a  et  Z?  et  les  coeffi- 
ciens  p  et  q  ,  une  seconde  équation  du  premier  degré , 
on  aurait  sans  peine  la  valeur  des  racines.  Il  faut 
donc  que  la  fonction  des  racines  qui  composera  cette 
équation  soit  de  la  forme  la-\-mb\  en  sorte  qu'on  ait 
la-j-mb^z, ,  î,m  etz  étant  des  quantités  indéterminées. 

Cette  fonction,  /  a  -f-  m  3,  est  susceptible  de  deux 
combinaisons  différentes,  en  y  changeante  en  3,  et  ré- 
ciproquement ;  car  on  forme  par  ce  moyen  les  deux  com- 
binaisons la-\'mbetlb-\-ma.  Il  suit  de  là  et  de  ce 
que  Ton  a  vu  n°  7,  que  la  fonction  l  a  -^  m  b  ou  z 
dépend  d'une  équation  du  second  degré  ,  excepté  dans 
le  cas  où  m  z=  l^  car  alors  elle  devient  /  (  ^  -f-  ^  )  > 
et  ne  donne  que  la  somme  des  racines  qui  est  déjà 
connue. 

Puis  donc  que  la  fonction  cherchée  dépend  nécessaire- 
ment d'une  équation  du  second  degré,  il  faut  ,  en  dis- 
posant convenablement  des  quantités  indéterminées  m 
et  72,  faire  ensorte  que  cette  équation  soit  seulement  à 
deux  termes,  afm  qu'elle  puisse  se  résoudre  par  ime 
simple  extraction  de  racine.  Or,  dans  une  équation  du 
second  degré  à  deux  termes,  et  qui  ne  contient  par  con- 
séquent que  le  quarré  de  l'inconnue,  les  deux  racines 
sont  nécessairement  égales  et  de  signes  contraires-,  il 
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faut  donc  qu'entre  les  quantités  la  +  mbetlb-\~ma^ 

qui   sont  les  racines  de  celle  qu'on  cherche  ,   on  ait  la 

relation 

l  a  -^  m  b=:^  Ib  —  ma , 
d'où  Ton  tire 

/(a-f.^)  =  —  ^*i  û  -f-  ^  )  > 

«t  en  divisant  tout  par  a-\-b , 

lz=. —  m. 

Cette  condition  étant  la  seule  à  laquelle  il  faille  satis- 
faire pour  remplir  l'objet  proposé,  je  prendrai,  pour 
plus  de  simplicité  ,  /  =  —  m  ^=  I  ;  la  fonction  cher- 
chée sera  donc  a  —  b  ,et,  suivant  ce  qu'on  a  vu  dans  le 
numéro  cité ,  elle  dépendra  de  l'équation  suivante  : 

(s-(a-i)}    {z-(è-û)}=o, 

ou ,  en  développant, 

2*  —  a*  —  6*  -|-  2  g6  =  o  : 
or,  on  a 

substituant  dans  l'équation  précédente  ,  il  vient 

d'où  l'on  tire 

2  =  ±:V/p*-47- 

Mettant  pour  z  sa  valeur  a— 3,  et  combinant  cette 
«quation  avec  celle-ci  : 
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on  en  tirera ,  pour  g  et  è ,  les  valeurs  suivantes  : 

a  ^ ,  ù  -.  -  , 

qui  sont  les  mêmes  que  celle»  que  donne  la  méthode 
ordinaire. 

i5.  Avant  d'aller  plus  loin,  il  sera  utile  de  faire 
connaître  quelques  propriétés  des  racines  de  l'équation 
yw —  1=0;,  qu'on  a  considérée  dans  les  Elemens , 
n°  159. 

Soit  pour  exemple,  le  cas  particulier^^ —  1  =  0,  dont 
les  cinq  racines  seront  désignées  par  1  ,  et,  /3,  ^  et  «T, 
En  le  comparant  à  l'équation 

f+Py^  +  Qf+Rf+Sy  +  T=  o. 
on  trouvera 

Pi=o,      Ç  =  o,     /î=o,     3  =  0,     7'=— 1; 

et  d'après  ces  valeurs ,  les  formules  du  n°  4  donneront 

^,=r=i-f-c4   -f /3   4-5/   +cr  r=:0 

S^=  i^ct'^li^^y  -^S^  —  o 

En  poursuivant ,  on  trouverait 

5s=o,  6*7=0,   58  =  o,   »S'9=o,  5iû  =  5,   Sii=^o, 

et  ainsi  de  suite. 

Posant  ensuite^  =  -,  l' équation  j^—  1  =  ose  change 
en  -^  —  1  =:  o ,  ou  s^  —  x  =  o ,  et  les  racines  de  cette 
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dernière  sont    i  ,  -,  ;;,,-,  7 ;  ces  expres&ions ont  par 
et    (6     "y     à 

conséquent  les  mêmes  propriétés  que  1 ,  « ,  /S,  5^  et  cT, 

puisqu'elleg  appartiennent  à  une  équation  entièrement 

«emblable  à  y^  —  1  =  o  ;  on  a  donc  encore 


etc. 

Il  est  facile  de  voir  que  les  racines  de  toutes  les  équa- 
tions de  la  forme  y'^  — 1=0  jouissent  de  propriétés 
analogues  à  celles  qu'on  vient  d'exposer  pour  l'équation 
y^ — 1=0,  et  qui  se  prouveraient  de  la  même  ma- 
nière *.  ainsi,  1  ,  «fc ,  /2,  5^,  cT,  g,  etc.  étant  les  racines 
de  l'équation^"  —  1  =  0,  on  aura 

5;„  =  1  -f  A'"  +  /S"»  -f  5,"»  -f-  eT  "»  -f.  g»"  -f-  etc .  =  o. 
si  m  n'est  point  un  multiple  de  n  ;  et  la  même  quantité 
deviendra  égale  à  n,  lorsque  m  sera  un  multiple  de  n. 
La  quantité  inverse 

^ura  les  mêmes  valeurs  dans  les  mêmes' circonstance*. 

Enfin  les  racines  *,  /2,  y,  /",  c,  etc.  peuvent  toute* 
se  déduire  de  l'une  quelconque  d'éntr'elles  ;  et  voici 
comment  :  et,  par  exemple,  étant  une  racine  de  j'" — 1=0, 
on  doit  avoir 

<*"  —  1  =  0,    ou     et^  z=:  i  ] 

en  élevant  successivement  cette  équation  à  la  deuxième  . 
à  la  troisième,  à  la  quatrième  puissance,  il  viendra 
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«•"^il,     a^^=i,     ^^"=1,     a^''=i,etc. 

.équations  qui  équivalent  aux  suiyantes  : 

(tf*)"— i^CCa^)"— i=o,(«*)"— i=o,(a^)^— i=:o,etc, 

d'où  l'on  voit  que  et  étant  une  des  racines  de  l'équatiori 
^  "  — 1  =  0,  autres  que  l'unité ,  «t%  a',  <à,  ap^  etc.  seront 
aussi  des  racines  de  la  même  équation. 

Il  ne  faut  pas  croire,  d'après  ce  qui  vient  d'être  dit, 
que  le  nombre  des  racines  de  l'equationj'"  — 1=0 soit 
indéfini;  on  trouverait  bien,  à  la  vérité,  que 

rt",     rt"-^^,     A"-^-%     rt"-^^,     etc. 

satisfont  à  cette  équation;  mais 

ct"=:i,    A""^'  =  ct''.«t  =  tf,    rt""^*=ct".ct*  =  fit*,    etc. 

Lors  donc  que  dans  les  élévations  indiquées  plus  haut, 
on  aura  passe  la  puissance  n,  les  mêmes  résultats  revien- 
dront, et  dans  le  même  ordre  qu'auparavant. 

Il  suit  de  là  qu'en  prenant  pour  et  l'une  quelconque  des 
racines  de  j"— 1  =0,  autres  que  l'unité,  les  racines 
de  cette  équation  seront 


1,  *,  a»,  «^ 


et  pmsque 


fit" 1       ^_j, aJ" 1  _j 

«"       Â*  ?      ?■■*  fit" 


on  en  conclura  que  -,  ~r,   -t>  »  •  «  •  "  .   .  >    sont,   dant 

^  fit       <t*  '     fit"»  ct""^ 

'  un  ordre  inverse  du  premier,  les  expressions  des  n  —  i 
racines  différentes  de  l'unité. 
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Enfin ,  en  mettant  ces  valeurs  dans  celles  de  Sm  et  de 
«on  inverse  rapportées  ci-dessus,  on  aura 

1  -f  A"»  4-  A^'"  -f-  it''" 4-  ÉtCn-O"»  =  o  ou  r=  /l 

»-+-^-f-^  +  ^....+;j^;ï=T>=o  ou  —n, 

aelon  que  m  ne  sera  pas  ou  sera  un  multiple  de  n. 

i6.  Pour  appliquer  avec  plus  de  simplicité  la  mé- 
thode du  numéro  14  à  l'équation  générale  du  troisième 
degré  ,  on  la  suppose  privée  de  son  second  terme ,  ce 
qui  lui  donne  la  forme  suivante  : 

et  par  des  raisonnemens  analogues  à  ceux  du  n°  14, 
on  cherche  d  priori  une  fonction  des  racines  qui  ne  dé- 
pende que  d'une  équation  du  second  degré,  et  qui  les 
détermine  facilement.  La  forme  la  plus  simple  que  l'on 
puisse  donner  à  cette  fonction,  est  la-^^  mb  -{- ne; 
en  y  changeant  entr'elles  les  racines  a,  b,  c,  elle  offre 
six  combinaisons  différentes;  savoir  : 

la  -f-  mb  4~  ^c,  la  -f-  '^c  -j-  nb , 

Ib^ma-j-nc^  Ib -^  me -j- na, 

le  -\-  ma  -^  nb ,  le  -\-  mb  '\-  na; 

ainsi  l'équation  dont  elle  dépend  est  du  sixième  degré. 
Pour  faire  usage  de  cette  équation  ,  il  faut  qu'elle 
soit  résoluble  à  la  manière  de  celles  du  second ,  et  qu'elle 
ait  par  conséquent  la  forme  z^  -f-  Az^  -^  B  zzzo.  Dan? 
cette  hypothèse ,  on  en  déduira 

et  faisant  pour  abréger , 
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les  trois  racines  cubiques  de  lunité  étant  i ,  ce,  *-  (i5), 
les  sLx  valeurs  de  z  seront 

Z  y      etz  y      a.  z  y      z  y      ttz  y      ex,  ^  . 

Si  maintenant  on  prend  deux  des  valeurs  de  la  fonc- 
tion la-\-Tnb-^nCy  pour  les  quantités  z  et  z'' ,  qu'on 
suppose  par  exemple, 

la  -\-  mb  -\'  n  c  z=:  z\         /  Z>  -f-  m  a  -f-  n  c  =  s", 

on  assujettira  les  quatre  autres  aux  mêmes  relations  de« 
diverses  valeurs  de  s  ,  en  posant  les  équations 

lc^ma-\-nb:=.ct  (^la  -^  mb  -\'  ne)  ^ 
lc-\-Tnb-^na-=zeL  {Ib  -^  ma  -j-  ne) , 
Ib  -^  Tn  c  -{-  n  a  ■=.  cl"  (^l a  -{-  mb  -^  n c)  , 
la  -j-  me  -j-  nb  =a^(/Z»-|-  ma  -^  ne) , 

qui  se  forment  en  comparant  deux  combinaisons  dans 
lesquelles  aucune  des  lettres  a,  b,  e,  n'a  le  même 
coefficient  j  et  d'où  l'on  tire,  en  transposant, 

(/  —  an  )c'^(Tn  —  a  /)a-f-(ri  —  a  m)^=:o, 
(/ — An  )c'\-(m  —  A  l)b-\'{n  —  A  m)az=:o, 
{l-~A^m)b-^  (m  — ct^7i)c-f  (71— -rt*  l)a=io, 
( /  —  A^'m )a'j-{m'—  A^n)  c -^  (n  — a^  l)  b  =0. 

Comme  ces  équations  doivent  se  vérifier  indépendam- 
ment des  valeurs  particulières  de  a,  Z?,  c,  on  égalera 
séparément  à  zéro  les  coefficiens  de  ces  diverses  quanti- 
tés, ce  qui  donnera  entre  les  inconnues  /,  m,  n,  les 
équations  suivantes  : 
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/ — A  71  =  0,         m  —  A  /=o,         n — A  m-=o, 
l — A^m-=zOy         m  —  A^n-=.Oy         n  —  a"^  l  =z  o. 

Si  l'on  détermine  /,  m,  /i,  au  moyen  des  trois  pi'«- 
mières ,  on  trouvera 

l=zAn,  7n  =  ûfc*7i,  nz=zA^ji, 

et  si  l'on  se  rappelle  que  a^=z  i  ,  on  verra  que  ces  valeurs 
de  Z  et  de  tti  satisfont  aux  trois  équations  de  la  seconde 
ligne  ;  ensorte  que  le  coefficient  n  reste  indéterminé. 
En  le  supposant  pour  plus  de  simplicité,  égal  à  i ,  on 
aura  les  valeurs' 

lz=iA,  m^=^A^  ^  n=i; 

c'est-à-dire  que  les  coefficiens  l,m  ,n^  seront  ]  es  racines 
cubiques  de  l'unité  :  les  valeurs  de  z  et  de  2."  seront  par 
conséquent 

et  représentant  par  z  lafonction  /c-|-7nè-|-/ic,  dont 
le  cube  ne  doit  avoir  que  les  deux  valeurs  %'^  et  z!'^  ,  il 
viendra  (  7  ) 

{  z^—iAa-yrA'^h'^cf-  }  {  z,3— (A»a4.ct&-|-c)«]— 0. 

Ce  produit  est  facile  à  exprimer ,  au  moyen  des  coefE- 
ciens  de  l'équation  x^  +  pa:-f-f7=c;  car  après  en  avoir 
chassé  la  quantité  a  ,  à  l'aide  des  relations  rapportées 
dans  le  numéro  1 5  ,  il  ne  contiendra  plus  que  des  fonc- 
tions symétriques  des  racines  G,  Z?,  c.  En  ne  développant 
•  pas  d'abord  les  seconds  termes  de  chaque  facteur,  on 
trouve 


î-.(Aa4.A*è-f-c)5)2 


mais 

développant 
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développant  l-  produit  ^(cta^ct^b  c)  («t*a-}-ûti  4-  c)]^ , 
avec  Tatterition  de  substituer  i  au  lieu  de  a?^  — '  i  au 
lieu  de  «t-f-^^  et  de  ar-^-a,^  (  1 5  )  ,  il  viendra 

quantité  équivalente  à 

puisque  l'équation  proposée  étant  sans  second  term»  ^ 
on  doit  avoir 

a-^-b-^c^zLO  : 
et  de  là  on  tire 

Faisant  ensuite  le  cube  de  et  a  -^  a^  b  -{-  c  ^  ainsi  que 
celui  de  A^  a -{-A  b-^- t'y  prenant  la  somme  des  résultats, 
et  mettant  i  pour  a^  et  pour  ct^ ,  —  i  pour  et  -f-  *^*  * 
et*  -f-  et*  et  ût4  -f-  at^  (  1 5  )  ,  il  viendra 

Q  a^  -j-  a  P  -{-  ^  c^  ~\-  12  a  b  c 

^3  a^c  —  3ac»  — 3û=*^  —  3c  3*— 3  b*  c— 3  b  c* 

expression  qui ,  ne  renfermant  que  des  fonctions  symé-f 
triques,  peut  être  déterminée  par  les  f  .«rmules  du  n°  S. 
Avec  ^m  peu  d'attention  ,  on  voit  aussi  qu'elle  est  équi- 
valente a 

a(a4-6-fc)'  —  C)[acCa4-è-hc)  — abc"] 
—  9[a6(G-f-^-|-c)  —  ab  c~\ 
^-^[bc  (a-fè-l-c)  —  cZ»c] 
=  —  27  ^. 

On  a  donc  enfin 

£®  -{-  27  qf  z' — 27  p3  =:  o , 

équation  dont  les  racines  designées  ci-dessus  par  a'  el 


} 


!?  /  G    O    M   P    L   E   M    E    N   T 

.  3 


Mais  les  équations  ' 

z'-cta-^a.^b-\'C,         z" —  a'' a -\-a  b -^  c  , 
jointes  à  l'équation  a  -|^  i  -f  c  -o,  résultante  de  l'éva- 
nouissement du  second  terme   de  la  proposée ,  et  au 
liioyen  des  réductions  indiquées  numéro  i5  ,  donnent 

c  =  -|— ,     b=^ 3 >     «-  3 

et  si  on  met  pour  les  quantités  z\z\  <*,  ct\  leurs  valeurs, 
on  trouvera 


c=  — 


I-V/-3   ' 


De  ces  trois  racines ,  la  première  seule  paraît  réelle  ;  le» 
deux  autres  sont  sous  une  forme  imaginaire. 

Je  reviendrai  dans  la  suite  sur  ces  formules,  pouf 
faire  connaître  les  diverses  circonstances  que  présente 
Ja  résolution  des  équations  du  troisième  degré  ;  pour  le 
moment ,  je  me  bornerai  à  observer  que  les  quan- 
tités z'  et  z"  ayant  chacune  trois  valeurs,  puisqu'elles 
d-ésignent  des  racines  cubiques ,  il  poun-ait  résulter  de 
-  Vemploi  successif  de  ces  valeurs  trois  systèmes  de  racines 
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m  ,  b  j  c\  mais  celui  que  j'ai  rapporté  plus  haut  est  le 
îeul  qui  satisfasse  à  l'équation 

Les  deux  autres  offriraient  respectivement  les  racines  des 
équations  x^-^ctpx-}~q^=:o,  x^  -j-  ec^px-^-  q  =  o, 
lices  à  la  proposée  ,  de  manière  à  former  avec  elle ,  par  la 
multiplication,  une  équation  rationnelle  du  neuvième 
degré ,  et  qui  conduiraient  également  à  l'équation  en  z  , 
obtenue  ci-dessus,  parce  que  cette  dernière  ne  contient 
que  le  cube  de  p ,  qui  est  aussi  celui  de  «  p  et  de  aJ^p. 

Pour  distinguer  le  système  des  racines  qu'il  faut  em- 
ployer, il  suffit  d'essayer  s'il  rend  la  fonction 

c  b'^-  ac-{-b  c  égale  au  coefficient  de  xdansl'equatioa 
proposée  :  or  les  valeurs  trouvées  ci-dessus  donnent 

cè-f-a  c~^b  c^=:i  —  '-  z'  t," , 
et  on  â  d'ailleurs 

Z   z"^z — op. 
17.  Je  passe  au  quatrième  degré  en  désignant  para^  b^ 
c ,  dy  les  racines  de  l'équation  sans  second  terme 

x^  -f-  /;  x^  -f-  (7  X  -f-  ?•  =  o  , 
on  chercbe  encore  à  trouver  une  fonction  de  ces  racines 
qui  soit  de  la  forme  ka-^lb'\-m.c-\-nd ^  et  qui  dépende 
d'une  équation  moins  élevée  ou  moins  difficile  à  résoudre 
que  la  proposée.  Dans  une  telle  fonction  ,  les  lettres 
û,  6,  c,  d,  peuvent  être  combinées  de  vingt-quatre  ma- 
nières différentes  ,  et  par  conséquent  elle  doit  dépendre 
à'[i.n%  équation  du  vingt-quatrième  degré  ;  mais  on  peut, 
en  établissant  des  relations  entre  les  coefficiens  indéter-- 
minés  k,  l^metn^  réduire  le  nombre  des  combinaisons. 
En  supposant  d'abord  /j=/,  il  ne  reste  plus  que  douze 
changemens  possibles  dans  la  distribution  des  lettre» 
a  y  b  ,  c  ,  d ,  et  ces  changemens  se  réduiront  à  six  ,  si  on 
ait  m  =:  71  :  la  foûction  ci-dessus  deviendra  alors 
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fusceptible  de  cinq  autres  changemens, 
/(a-{-rfj-f-m(6-f  c) 

On  ne  peut  plus  diminuer  le  nombre  de  ces  combinai» 
Bons  sans  les  rendre  toutes  identiques-,  mais  en  posant 
/  =  —  m,  on  aura  les  six  quantités 

[(^a-^-d-^b-^c),  llb-j-c-wd) 

Les  deux  qui  sont  sur  une  même  ligne  ne  diffèrent 
que  par  le  signe ,  ensorte  que  l'équation  du  sixième 
degré,  dont  elles  dépendent,  doit  avoir  trois  racines 
positives,  et  autant  de  négatives  respectivement  égales 
à  chacune  des  premières.  Cette  équation  sera  donc  d© 
la  forme 

z^  -{-  Az^  -\-  Bz''  +  C=:o  (^  Elém.  208 ), 

et  réductible  au  troisième  degré,  en  prenants''  pour  l'in- 
connu.   Mais  si,  au  lieu  des  quantités 

l{a-\-b  —  c  —  d)j  etc. 

on  prend  leurs  quarrés,  on  n'aura  que  trois  fonctions 
différentes ,  puisque 

«t  ainsi  des  autres;  et  faisant  /r=  1  dans  ces  dernières 
fonctions,  l'équation  qui  doit  les  donner  sera  le  produit 
des  ti'oiâ  facteurs. 
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Z— (a-f-6  — c— £?)• 
«— (a-f  c  — &  — c?)« 

2— (a-f  c/— ô— c)*. 
Or 

d*-f-5»-f.c*-f-^-f-2a^— 2GC— am^a^c— 25cf+rci!- 
(c+ô  +  c-f-^fy— 4ûc— 4a££— 4èc— 4^J; 

et  comme  Téquation  proposée  manque  de  second  terme^ 
OQ  a 

dou 

Ca^b^c^dy^^4ac^4ad^4bc-^4bd; 
mais  puisque ,  d'après  la  composition  des  équations, 

p  =  ab'i^ac'j-ad-i.bc'j-^bd'}-cd, 
il  en  résultera 

—4ac'^4ad''4bc'-^4bd  =  --4p^4ab+4cd: 
donc  enfin 

(a  +  b^c^dy^^4p  +  4ab-i-4cd. 
On  trouvera  de  même 

(a  +  c  — 5~.cZ)»r=  — 4^4.4ac-f-4^^ 

Pour  plus  de  simplicité,  on  prend  l'inconnue  z  égale 
au  i  des  fonctions  (a^c^b^dy,  etc.  l'équation  eu 
z  devient  alors  le  produit  de  trois  facteurs 

*-f-p  —  {ab'\-cd) 

z-f-/?—  Xac-^bd) 

z-hp—  (ad-^bc]. 
Il  ne  s'agit  plus  maintenant  que  de  développer  ce  pro- 
duit, et  d'exprimer  en  p,  9  et  r  les  fonctions  symétriques, 
«e  fl,  6,  c  et  é/  qui  â'y  trouvent  conteiiuei. 
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Pour  effectuer  le  calcul  avec  plus  de  facilité,  on  posera 

^e  qui  donnera  les  trois  facteurs 

Le  coeiïicient  du  second  terme  de  l'équation  en  u  sera 
égal  à 

—  (  a  J -J- a  c -f  a  f^ -f- ^  c  4- ^  <^  4- c  ^  )  , 
©u ,  ce  qui  est  la  même  chose  ,  à  —  p  -,  celui  du  troisième 
sera 

a'^b  c-^a''bd  +  d'c  à 

-f  c  Z3*c  -f-  c  h^'d  -f  b'-c  à 

'^abc'-{-aed-\'  b  ed 

"}-  ab  f/*4-  a  c  d^-i-  b  c  d* 
Cette  fonction  est  symétrique  ,  car  elle  ne  change  point, 
quelque  permutation  qu'on  fasse   entre    les  quantités 
a,b,c,  dy  et  elle  n'est  qu'un  cas  particulier  de  la  fonc- 
tion a"  b^  c^4-  etc.  dont  l'expression  est 

Pour  en  avoir  la  valeur ,  on  fait  71^=2,^=1,(7=1, 
dans  la  formule  ci-dessus,  dont  on  ne  prend  que  la 
moitié ,  à  cause  que  p^=zq-/û  vient 

cherchant  ensuite  les  valeurs  de  S^^S^^,  ^3,  ■^4,  et 
observant  que  le  second  terme  manque  dans  l'équation 
proposée  ,  on  trouve  — 4^'  P*^^^  résultat. 

On  arrive  immédiatement  à  ce   résultat,  en  remar- 
quant que  la  fonction  a""  b  c -^  etc.  est  équivalente  à 
a{abc-^abd'i-acd-i-bcd)—abcd\ 

-f-Z»  (aèc-f-  abd-\-acd-\-bcd) — abcd' 

4-  c  (aZ^c-f-  abd-\-acd-\-b 

'-{~d{abc-\-abd-{-acd-^bcd') 
^a-^b-^c-^d)  {abc+abd-^-acd+bcd^—^abcd, 


cd) — abcdf 
cd)  — abcdC 
ce?")  — 'abcdj 
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«t  se  réduit  par  conséquent  à  —  ^abcd,  puisque 

Le  dernier  terme  de  l'équation  en  u  étant  égal  à 
^{ab-ifcd){ac-}'bd){ad'\-bc), 
a  pour  développement 

^   {       a^bcd^aPcd-i-abc^d-^ahcd^  f 
\-\-a^b^L^  -^a^b^d^-\-a^L^d^  -^b"~L^d^S' 
La  valeur  de  la  première  ligne  se  déduirait  de  l'expres- 
eion  générale  des  fonctions  de  la  forme  «"^^c^a'^-f-etc- 
en  y  faisant  /i  -=  3  ,  p  =  </  =  ?*  :r=  i  ;  mais  on  voit  biea 
aisément  qu'elle  n'est  autre  chose  que 

abcd(^a^-i-b^-^c^'\'d^)z=zrSa  =  ^2pr. 

La  seconde  ligne  aura  pour  expression  ^  d'après  ce  qui 
précède, 

réunissant  ces  deux  parties,  et  changeant  leurs  signes, 
on  trouvera  -f-  4  P  '"  —  9^  pour  le  dernier  terme  de  l'é- 
quation cherchée ,  qui  sera  par  conséquent 

u^  —  pu*  —  4^^-h4p^  —  q^zzzQi 

mettant  2;-|-p  au  lieu  de  z/,  il  viendra 

i^  4-  2  p  2^  -f  (  p^  -  4  r  )  s  —  9»  =  o. 

Soient  maintenant  z',  z" ,  2!" ^  les  trois  racines  de  cette 
équation ,  on  aura 

(_a-^c-'b—d)^=4z"  ^  d'où  /  a-j-c-^b-^d=z±2  y  ?" 
(a-}-d--^b—cy=4z"')  \  a-i-d—b—c=±L2  \/^ 

Les  trois  dernières  équations  traitées  conjointement  avec 
î'équatioii  a-\-b'\'C-^dz=^o  y  qui  résulte  de  l'évanomî^e- 

4 
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ment  du  second  terme,  donnent,  en  prenant  les  signes 
supérieurs  des  radicaux , 

et  en  prenant  les  signes  inférieurs, 

«  =  K— Vf— V^?— V^^) 

Les  premières  valeurs  sont  relatives  au  cas  où  le  produit 
V'^2;'  .  y'z"  .  {/z'"  doit  être  positif,  et  les  secondes 
appartiennent  au  cas  où  la  même  quantité  est  négative. 
Cette  espèce  d'ambiguïté  tient  à  ce  qu'on  n'a  pas  déter- 
miné immédiatement  les  fonctions  a^b  — c  — d,  etc. 
mais  le  quarr^,  qui  reste  le  même,  quoique  chacune 
d'elles  soit  positive  ou  négative,  et  quelque  signe  qu'ait 
le  coefficient  q ,  puisque  l'équation  en  z  ne  contient  que 
îe  quarré  de  ce  coefficient.  Il  suit  de  là  que  les  racines 
trouvées  doivent  également  satisfaire  au  cas  où  q  est 
négatif  comme  à  celui  où  il  est  positif;  ensorte  que  ces 
huit  valeurs  réunies  sont  les  racines  de  l'équation  résul- 
tante du  produit  des  deux  suivantes  : 

qui  ne  diff'èrent  que  par  le  signe  de  q. 

Celui  des  deux  systèmes  de  valeurs  qui  répond  à  la 
première  équation ,  doit  donc  donner  la  somme  des  pro- 
duits des  racines  prises  trois  à  trois  avec  un  signe  con- 
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traire,  égale  à  une  quantité  positive,  et  l'autre  doit 
conduire ,  dans  la  mtme  circonstance  ,  à  un  résultat 
négatif. 

Or,  si  on  effectue  ce  calcul,  on  verra  que  le  second 
système  remplit  la  première  condition,  et  que  le  premier 
satisfait  à  la  seconde ,  car  l'un  donne  pour  ce  produit 

-f  v"?.  v/?'.  V^\ 

et  l'autre 

--  v/?.  v^?.  v/?- 

On  peut  encore  panenir  à  la  même  conclusion  ea 
multipliant  entr'elles  les  trois  équations 

a  -\-  b  —  c  —  d  ^=  2  \/z 
a-^-c-b  —  d  —  ^  \/'P 
a  '\-  d  —  b  —  c=2  x/z" ; 

car  en  réduisant  les  fonctions  symétriques  qui  se  trouvent 
dans  le  premier  membre  du  résultat,  il  vient 

-9=  V"?.   /?.   /?% 

ce  qui  fait  voir  que  les  signes  des  radicaux  doivent  être 
tels  que  leur  produit  soit  d'un  signe  contraire  à  celui 
de  (/ ,  et  que  par  conséquent  le  second  système  répond 
au  cas  où  q  est  positif,  et  le  premier  à  celui  où  il  est 

négatif. 

i8.  La  forme  des  fonctions  employées  ci-dessus  à  ré- 
soudre les  équations  des  deuxième ,  troisième  et  qua- 
trième degrés,  n'est  pas  la  seule  qui  puisse  convenir  à  cet 
objet.  Lagrange ,  qui  a  présenté  le  premier  la  théorie 
de  la  résolution  générale  des  équations ,  sous  le  point  d© 
vue  d'après  lequel  je  viens  de  l'exposer  (i)fé77ï,.<^/'./^cû(i 
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des  Sciences  de  Berlin,  années  1770  ei  1771) ,  a  montré 
comment  on  pouvait  trouver  les  fonctions  propres  à 
donner  l'expression  des  racines  d'une  équation  propo- 
sée, et  déterminer  le  degré  des  équations  dont  ces  fonc- 
tions dépendent  ;  mais  on  n'a  pu  jusqu'à  présent  en  for- 
mer pour  le  cinquième  degré  qui  dépendissent  d'un 
degré  moins  élevé.  Dans  les  Mémoires  que  j'ai  cités, 
Lagrange  ne  s'est  pas  borné  à  présenter  une  nou- 
velle manière  de  résoudre  les  équations;  il  y  examina 
aussi  les  méthodes  proposées  pai'  les  analystes  qui  l'ont 
précédé  dans  cette  carrière.  Ne  pouvant  développer 
dans  un  ouvrage  de  la  nature  de  celui-ci,  tous  les 
détails  d'un  sujet  aubsi  important,  j'ai  suivi,  pour  ea 
donner  une  idée ,  la  marche  tracée  par  Laplace  dans 
le  Journal  des  séances  de  l'Ecole  normale  (  Leçons^ 
T.  II,  pag.  3o2,  première  édition.  ) 

Observations  sur  les  expressions  des  racines  des  équations 
du  troisième  et  du  quatrième  degré. 

19.  Lorsque  l'équation  du  troisième  degré  est  de  la 
forme  x^  -\-px-\-q  =  0,  c'est-à-dire,  que  le  coefficient 
p  est  positif,  des  trois  racines  qu'elle  comporte,  deux 
sont  imaginaires,  une  seule  est  réelle  (16);  mais  si  p 
est  négatif,  ou  qu'on  ait 

le  radical  quarré  \/~  p^  -f  i'^^,  qui  entre  dans  l'expres- 
sion des  trois  racines,  se  changeant  en  \/ — ^,  p^-f-  '^q'-", 
devient  imaginaire  si  -^p^  surpasse  -^  q^.  Toutes  les  ra- 
cines sont  alors  affectées  d'imaginaires ,  et  paraissent 
par  conséqiFent  telles.  Cependant  on  a  vu  (Eiém^  2i3> 
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que  toute  équation  de  degré  impair  avait  nécessairement 
une  racine  réelle  ;  il  y  a  donc  pour  le  cas  qui  m'oc- 
cupe une  contradiction  au  moins  apparente ,  et  qu'il 
faut  lever. 

Cette  contradiction  tient  à  ce  que  l'on  aurait  tort  de 
prononcer  qu'une  expression  composée ,  renfermant  des 
imaginaires,  est  imaginaire,  à  moin?  qu'on  n'ait  prouvé 
qu'elle  les  conserve  lorsqu'elle  est  développée.  La 
formule 


peut  s'écrire  ainsi  : 

î  ____.         ^ ■ 

si  l'on  fait ,  pour  abréger, 

et  s'il  arrivait  que  les  quantités  a-\-h  y — i  eta — b  y — i 
fussent  des  cubes  parfaits  de  la  forme 

(^4-^  V'^^y  et  {A-^B  v/^^^ 

A  et  B  étant  des  quantités  réelles,  on  aurait  alors 

valeur  réelle. 

Si  l'on  avait,  par  exemple. 


«n  s'assurerait ,  par  l'élévation  au  cube ,  que 
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l/'a— II   v/'^^=:2— .  y/"^^^, 

€t  on  trouverait  4  pour  la  somme  des  deux  radicaux-; 

^  Les  premiers  analystes  qui  s'occupèrent  de  la  résolu- 
tion des  équations  des  degrés  supérieurs ,  après  avoir 
remarqué  l'espèce  de  paradoxe  développé  ci-dessus,  par- 
Tmrent  en  efTet  à  tirer  de  l'expression  même  de  la  pre- 
mière racine  un  résultat  délivré  des  imaginaires,  lorsque 
les  quantités  comprises  sous  les  radicaux  cubiques  étaient 
des  cubes  parfaits. 

2o.  ce  C'est  de  cette  manière,  dit  Lagrange  (*),  que 
îîBombeili  s'est  convaincu  de  la  réalité  de  l'expression 
îumagmaire  de  la  formule  du  cas  irréductible  (c'est  le 
î^  nom  qu'on  donne  à  celui  que  j'examine  )  ;  mais  cette 
^  extraction  n'étant  possible  en  général  que  par  les 
î^  séries,  l'on  ne  peut  pan^enir  de  cette  manière  à  une 
r>  démonstration  générale  et  directe  de  la  proposition 
r  dont  il  s'agit. 

r>  Il  n'en  est  pas  de  même  des  radicaux  quarrés  et  de 
î^  tous  ceux  dont  l'exposant  est  une  puissance  de  2.  En 
3>  effet,  si  on  a  la  quantité 


^  a^b   V/-1  +l/"«-.6    ^/'=1, 
5UX  radicaux  imagina 

2  G -fa  v/?"+^, 


31  composée  de  deux  radicaux  imaginaires,  son  quarré 
y>  sera 


n  Séances  des  Ecoles  normale»,  (Leçons,  T.IU,  page  aqS, 
première  édition.)         .  'v       .       ,  *    «a  ,  page  ag», 
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y)  quantité  nécessairement  positive  :  donc  ,  en  extrayant 
D  la  racine  quarrée ,  on  aura 


T  pour  la  valeur  réelle  de  la  quantité  proposée.  Mais  si , 

V  au  lieu  de  la  somme ,  on  avait  la  différence  des  mêmes 
>i  radicaux ,  alors  son  quarré  serait  2  g  —  2  V^  a^  -j-  ô*, 
31  quantité  nécessairement  négative;  et  tirant  la  racine, 

V  on  aurait  l'expression  imaginaire  simple 


r  Si  on  avait  la  quantité 

y 4 

V  a-\-o  \^  —T  4-  i/^a  —  b  s/—- 1, 

T)  on  relèverait  d'abord  au  quarré,  ce  qui  donnerait 


_^ r-rzm  *    

V    2a  -f  2  V/  a''  +  ^^  +  2  \/tt^  +  b\ 

Ti  quantité  réelle  et  positive;  on  aura  donc  aussi,  en 
y>  extrayant  la  racine  quarrée,  une  valeur  réelle  de  la 
51  quantité  proposée ,  et  ainsi  de  suite.  Mais  si  on  voulait 
31  appliquer  cette  méthode  aux  radicaux  cubiques,  on 
)•>  retomberait  dans  une  équation  du  troisième  degré , 
j>  dans  le  cas  irréductible. 
T)  Soit  en  efFet 

3 ...  î   

\/  a-{-h  V/—  1  ^Ya-^b  V  —i  =:c; 

»  en  élevant  d'abord  au  cube ,  on  aura 

3  3 3  

2^4-5  V/^M^(  ^  a-^-b  \/^+  y^a—b  /-^}=ar', 
V  savoir  : 
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Q.a-\-  ox  \/  a*  -\-  b'-'z^z  x^, 
ji  ou  bien 


x"^  —  Zx  Y  ci^  -{-  b^  —  2  a  -r=  o , 
r  formule  générale  du  cas  irréductible  ,  puisque 


\  i^^Y  -f  îV  (—  û  v/ a^ -f  b^y  z^  —  b\ 

n  Si  b  =  0  j  on  aura 

3 

a:  =r  2  {/a  ; 
Y)  il  faudra  donc  prouver  que  b  avant  une  valeur  quel- 
V  conque  réelle  ,  x  aura  aussi  une  valeur  correspondante 
79  réelle.  Or  l'équation  précédente  donne 


y/a^  -f  ^'  == 


X'  —  2  a 


5x      ' 
n  et  élevant  au  cube ,  on  trouve 

.    .    z.       x^—6ox^ -h  i^a^x^—d^a'^ 
a""  -{-  t^=z ^ 

:">  d'où 

x"^  -—  Sax^  -—iSa^x^-^Sa'^ 

^   = , 

27  X' 

f)  équation  qu'on  peut  mettre  sous  cette  forme  : 
\._i^'-Sa){x'-i-ar 

2J  X^  * 

>)  OU  bien  sous  celle-ci  : 

•)•)  Cette  dernière  forme  fait  voir  que  b  est  nul,  lorsque 
>ta:'^=8û,  qu''^nsuite  L  augmentera. toujours  sans  in- 
51  terruption ,  lorsque  x  au?;mentera  ;  car  le  facteur 
v^x^-^c.y  au,!::;mentera  lou'nivs ,  et  l'autre  facteur 
51  augmentera  auisi,  parce  que  le  déiiominateur  x^  aug- 
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^'mentant,  la  partie  négative  ~,  qui  est  d'abord  r=r  i, 

»'  deviendra  toujours  moindre  que  i .  Ainsi ,  en  faisant 
^  augmenter  par  degrés  insensibles  la  valeur  de  x^depuis 
>'  8a  jusqu'à  l'infini,  la  valeur  de  b^  augmentera  aussi 
''  par  degrés  insensibles  et  correspondans  ,  depuis  zéro 
'">  ju-qu'à  l'infini.  Donc  réciproquement  à  chaque  valeur 
r  ds  ^*,  depuis  zéro  jusqu'à  i'mlini ,  il  repondra  une 
3">  valeur  de  jc^  comprise  entre  8  a  et  l'infini;  et  comme 
r  cela  a  lieu ,  quelle  que  soit  la  valeur  de  a,  on  en  peut 
5^  conclure  légitimement  que ,  quelles  que  soient  les 
^>  valeurs  de  a  et  de  6,  la  valeur  correspondante  de  x^, 
5'  et  par  conséquent  aussi  de  x ,  sera  toujours  réelle. 

V  Mais  comment  assigner  cette  valeur?  Il  ne  parait  pas 
r  qu'elle  puisse  être  représentée  autrement  que  par  l'ex- 

V  pression  imaginaire ,  ou  par  une  expression  en  série , 
î>  qui  en  est  le  développement  (  que  je  ferai  connaître 
rpar  la  suite)  ;  aussi  doit-on  regarder  ces  sortes  d'ex- 
31  pressions  imaginaires,  qui  répondent  à  des  quantités 
51  réelles,  comme  faisant  une  nouvelle  classe  d'exprès- 
)i  sions  algébriques,  qui,  quoiqu'elles  n'aient  pas,  comme 
51  les  auti'es  expressions ,  l'avantage  de  pouvoir  être  éva- 
r  luées  en  nombres  dans  l'état  où  elles  sont,  ontnéan- 
51  moins  celui  qui  est  le  seul  nécessaire  dans  les  opéra- 
51  tions  algébriques,  de  pouvoir  être  employées  dans  ces 
51  opérations ,  comme  si  elles  ne  contenaient  point  d'ima- 
}î  ginaires  :i  (*) . 

C'est  l'impossibilité  de  réduire  sous  une  forme  en  même 


(i)  On  emploie  ces  expressions  a-ec  succès  dans  l'application  de 
TAnalyse  à  la  Géométrie,  par  rapport  h  la  division  des  angles.  Cette 
iheorie  se  trouve  developpce  dans  l'introduction  et  dans  le  chap.  HI 
(le  flaon  Traite  du  Calcul  di^érçatUl  et  du  Calcul  intégral. 
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temps  réelle  et  composée  d'un  nombre  limité  de  termes 
algébriques,  les  racines  d'une  équation  du  troisième  de- 
gré, dans  le  cas  où  i^p^  surpasse  j  q^ ,  qui  a  fait  donner 
à  ce  cas  le  nom  de  cas  irréductible  \  l'expression  'de  la 
première  racine  n'est  alors  qu'un  cas  particulier  de 
celle-ci  : 


qui  appartient  aussi  ,  comme  nous  le  verrons  dans  la 
suite  ,  à  une  quantité  réelle  ,  mais  inassignable  algébri- 
quement, et  d'une  manière  finie,  par  tous  les  moyens 
connus  jusqu'ici. 

21.  Non-seulement  dans  le  cas  irréductible  la  pre- 
mière racine  est  réelle,  mais  les  deux  dernières,  qui  sont 
imaginaires  dans  tous  les  autres  cas  ,  deviennent  réelles 
dans  celui-ci.  On  peut  d'abord  le  voir  immédiatement 
lorsque  les  quantités  a-^b  y  —  i  et  a  —  b  y  —  i  sont 
des  cubes  parfaits  ;  car  en  substituant  leurs  racines .... 
yi-j-B  {/  —  1  et  ^  —  B  y/  —  1  à  la  place  des  radi- 
caux cubes  dans  la  deuxième  et  la  troisième  racine  (i  6) , 
et  effectuant  les  multiplications  conformément  au 
n°  172  des  Elémens,  on  trouve 


:=^  A-i-  B  v/3. 
2a.  On  peut,  sans  le  secours  de  l'extraction  des  ra- 
cines ,  démontrer  que  lorsque  les  trois  racines  de  l'equa- 
tioû  x^'^-px  +  q:=^o  sont  réelles,  p  est  négatif ,  qu'on 
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a  nécessairement -ir  p^  >  \  q^ ,  et  que,  réciproquement, 

lorsque  —  /?^  surpasse  -t^*,  les  trois  racines  sont  réelles. 

En    effet ,    soit  a  une    racine   réelle    de   l'equatiou 


I 


d'où  q  =  —  a^  — p  a  , 

et  par  conséquent 

ce  qui  donnera  ,  en  divisant  par  x-  —  a,  l'équation 

dans  laquelle  sont  renfermées  les  deux  autres  racinei  de 
la  proposée  ,  et  dont  on  tire 

x  =  — \a  ih  y    —  1  a''  — ~ 

On  voit  d'abord ,  à  l'inspection  de  ce  résultat,  que 

les  raciees  qu'il  fournit  ne  pourront    être    réelles  ,   à 

moins  que  p  ne  soit  négatif  et  en  même    temps   égal  à 

I  a%  ou  plus  grand. 

En  changeant  donc  le  signe  dep  ,  et  supposant 

P  =  j  cl""  -j-d,  dn.aura 

les  trois  racines  sero  t  a, —^G-f-      d^  —  ^a — \^^,  et 
en  mettant  pourp  sa  valeur  dans  1*  équation  a^ — /7a-f-G==o 
on  trouvera 

q  —  '-^a^-^ad. 
Pour  comparer  cette  valeur  de  <;  à  celle  de  p  ,  sans  con- 
naître celle    de  û ,  il  faut   élever  p  au  cube ,   et  (/  au 
quarré  ,  afin  que  la  plus  haute  puissance  de  a  soit  la 
même  dans  les  deux  résultats  ;  il  viendra  ainsi 
p^  =  ^,a'^  ^^^a^d  +  -a^d^^d^ 

d'où 

-5  D 
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et  par  conséquent 

La  dernière  valeurs  J  (  Ja^—^  f?)'étanttoujoiirs  posi- 
tive ,  tant  que  d  sera  positif,  puisque  son  second  facteur 
est  un  quarré,  donne  évidemment 

et  le  contraire  ne  pouiTa  avoir  lieu ,  à  moins  que  d  ne 
soit  négatif ,  c'est-à-dire ,  à  moins  que  les  deux  dernières 
racines'de  la  proposée  ne  soient  imaginaires.  En  faisant 
J  =  o  ,  on  a 

et  les  trois  racines ,  qui  sont  encore  réelles  ,  ont  entre 
elles  une  relation  remarquable,  indiquée  par  les  valeur» 
suivantes:     a,     — }a,     — {-a. 

Il  est  donc  prouvé  par  ce  qui  précède,  ç^ue  s  lune  équa- 
tion du  troisième  de^ré  a  au  moins  ,  dans  tous  les  cas  , 
une  de  ses  racines  qui  soit  réelle,  toutes  le  deviennent 
lorsque  p  est  négatif,  et  que  ~  ^^  suTpasse  ^  q".  Or  ,  on 
a  vu  (  Eléni.  2i3  )  que  toute  équation  d'un  degré  impair 
a  au  moins  une  racine  réelle,  quelques  valeurs  qu  aient 
^es  coefficiens  :  donc  toutes  les  trois  sont  réelles  dans  le 
cas  cité.      ..u-^-"^:''    •-  V>  o': 

^j.  En  attendant  que  j'expose  les  séries  qiii  expri- 
ment les  valeurs  approchées  des  racines  des  équations 
du  troisième  degré  dans  le  caft  irréductible  ,  je  rap- 
porterai ici  un  procédé  beaucoup  plus  simple  ,  donné 
par  Clairaut  dans  ses  Elémens  d'Algèbre. 

Ce  procédé  consiste  à  ramener  l'équation . 
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a;^  —  p-r-j-(7  =  oàla  forme  z^  —  z  z=:  r  ,  en  faisant 
ic:=zmz,  et  déterminant  la  quantité  m  de  manière  à 
rendre  le  coefTicient  de 2,  égal  à  l'unité.  Parla  substitu- 
tion indiquée ,  il  vient 

et  posant  ttl^  =:p  ,  on  a.  seulement 


z^-^z  —  —  — 


Des  deux  valeurs,  m  =  rh  p,  la  première  convient  au 
cas  où  q  est  ntgatif  daisle  preniiermembre,  et  la  seconde 
à  celui  où  il  y  est  positif;  en?orte  qu'on    ait  toujours 

r  =  — -^-^.  Cela  posé  ,   l'équation  z^  —  z^=zr  ne  peut 

PV  P 
tomber  dans  le  cas  irréductible  que  lorsque  77  ^,\r*, 

o 

c'est-à-dire, lorsque  r<]^7^  <^  _,  ce  qui  ne  peut 

nV  - 

avoir  lieu  qu'autant  que  la  valeur  positive  de  z  est  entre 

les  limites  1  et _    En  effet,  il  est  visible  que  z  doit 

jurpapser  l'unité  pour  que  la  quantité  z^ — 2;  soit  positive; 
mais  si  1  on  taisait  z  ==  — ~  =  y  '^  >  ^^   aurait   pour 

2 

résultat —,  nombre  plus  sirand  que  r. 

^V  5 

Si  donc  on  suppose  zrr:  1  -f-  ,  la  lettre  '^  ne  pourra 
représenter  qu'une  petite  fraction  ,  moindre  que  Ta  diffé- 
rence o,  1647  qui  se  rouve  entre  i  et  \/3  ;  le  cube  0,005/ 
de  cette  fraction  peut  être  ne2,ligé  ;  et  le  résultat  de  la 
substitution  de  1  +  "  à  la  place  de  a  dans  l'équation, 
proposée  ,  en  omettant  6^ ,  conduit  à 
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d'où  l'on  tire 

et  par  conséquent  

Z,  =  1  4-  cT  =  — ;= , 

o 

puisqu'on  ne  cherche  que  la  valeur  de  z  qui  surpasse 
l'unité.  La  limite  de  Terreur  que  l'on  peut  commettre  par 
cette  méthode  ne  s'élève,  sur  la  valeur  de  z,  qu^  un 
millième  d'unité.  En  effet,  si  l'on  suppose  z=  V^j, va- 
leur qui  repond  à  r=:4  V^  J,  et  pour  laquelle  J^  est  le 
plus  grand  possible  ,  la  formule  ci-dessus  donnera 

,_  i±ill±-ilL  au  lieu  de  1/ f  , 

O 

ce  qui  ne  diffère  du  vrai  que  de  0,00126. 

Soit  pour   exemple  l'équation    x^ — i3x-f-5=:o; 
on  fera  x  —  —  2i  \/T3 ,  et  Ton  aura 

5 

d'où  l'on  déduira 


V 


5  K  i5t/i5 


i5l/i3 


x  = 


==-3,784. 


Si  l'on  veut  pousser  plus  loin  l'exactitude  on  em- 
ploierala  méthode  donnée  dans  le  n«  2i5  des  hléjmm ; 
on  trouvera  par  cette  méthode 

0:=:-.  3,78434. 
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24-  «^ti  vais  m'occuper  maintenant  des  racinesdel'é- 
quation  du  quatrième  degré  , 

Ces  racines  dépendent  de  celle  de  l'équation 

234-2^2^4- (p^-40^  — 9^  =  0 (R), 

que  l'on  nomme  la  réduite,  et  l'on  a  par  le  n°  17  , 

^K+  Vl'-V^" -V-~') '    )=i(+  \/^'-t/^+  ^^^) 

.  selon  que  q  est  négatif  ou  positif. 

1°.  Il  est  visible  par  la  forme  de  ces  valeurs ,  que  si 
les  racines  de  la  réduite  sont  toutes  trois  positives  et 
réelles,  celles  de  l'équation  proposée  seront  aussi  toutes 
quatre  réelles. 

2*.  L'équation  (R) ,  ayant  son  dernier  terme  négatif, 
doit ,  lorsque  ses  trois  racines  sont  réelles ,  les  avoir  toutes 
positives,  ou  seulement  une  positive  et  deux  négatives; 
car  ce  dernier  terme  étant  le  produit  de  toutes  les  racines 
prises  avec  un  signe  contraire  ,  ne  peut  résulter  négatif 
que  de  la  multiplication  de  trois  facteurs  négatifs  ,  ou  de 
celle  de  deux  facteurs  positifs  par  un  négatif.  Dans  le 
dernier  cas,  parmi  les  quantités  2,' ,  z",  z"* ,  il  y  en  a  donc 
deux  qui  sont  affectées  du  signe  — ,  et  par  conséquent  les 
quatre  racines  de  la  proposée  sont  imaginaires,  excepté 
pourtant  le  cas  où  les  deux  quantités  négatives  seraient 
égales  entr'elles ,  car  alors  elles  se  détruiraient  dans  deux 
racines  qui  deviendraient  réelles  et  égales.  En  effet,  si  on 
suppose ,  par  exemple  ,  que  les  racines  z"  et  z"  soient  né- 
gatives et  égales,  les  deux  premières  valeurs  de  x  ,  dans 

3 
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chaque  colonne,  deviennent  imaginaires;  et  on  a  dans 

la  première  coloane 

•a:  =  —  'V?,  x=:^—'-\/z', 

et  dans  la  seconde  , 

x:=-^^  i  z\         a:=-f-7  1/2,'. 

5^.  Lorsque  l'équation  (R)  a  une  racine  réelle  et  deux 
imaginaires,  sa  racine  réelle  ne  peut  être  que  positive  , 
car  les  d^^ux  imaï;inaire<)  lîe  pouvant proveijir  que  d'une 
équation  du  second  degré,  doit  le  dernier  terme  soit 
posit.f,  et  qui  soit  par  cons^'quent  de  la  forme.... 
z^  -j-  Jz  -f-  />  =  o,  il  faut  nécessairement  que  le  facteur 
du  premier  degrj,  qui  contient  la  racine  réelle,  soit 
de  la  forme  z  —  y  ,  sans  quoi  le  dernier  terme  du  produit 
du  premier  facteur  par  le  second  ,  serait  positif. 

En  resolvaat l'équation  z^-\-  Az  -\-  B  =.0^  on  aura 


2        K         4 
mais  pour  que  ses  racines  soient  imaginaires,  il  faut  qu© 

faisant  donc  pour  abréger 

^  -4=..    .-f=^. 

il  viendra 

?.  — ^zb  V/  — ^^  =  A±:^  V^-— 1, 
et  l'on  aura 


On  trouvera  ensuite  dans  deux  des  quatre  valeurs  de  r, 
la  quantité 
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qui,  quoiqu'afFectée  de  symboles  imaginaires,  est  réelle 
et  égale  à 

ces  deux  racines  seront  par  conséquent  réelles  :les  deux 
autres  contenant  la  quantité 


qui  revient  à 

y   2  A  —  2  y  ct^-^-iô^  j 

seront  par  conséquent  imaginaires. 

Pour  reconnaître  par  les  coeiïiciens  même  de  la  pro- 
posée, dans  quel  cas  l'équation  (R)  a  ses  trois  racines 
réettes ,  il  n'y  a  qu'à  faire  disparaître  le  second  terme  de 
cette  dernière,  alin  de  pouvoir  la  comparer  avec  la  for- 
mule y^  -f-  P\  -f-  Q  =  G  ;  pour   cela  on   supposera 

S  =  j' ^,  ce  qui  donnera 

équation  dont  les  trois  racines  seront  réelles  quand 

23.  Je  ne  quitterai  pas  ce  sujet  sans  faire  remar- 
quer que  les  racines  imaginaires  des  équations  du  qua- 
trième^egré  sont  deia:  même  forme  que  celles  des  équa- 
tions du  second.  En  eifet,  lorsque  la  réduite  a  deux 
racines  négatives ,  t"  ,  z'",  en  les  représentant  par  —  dr 
et  —  G"" ,  les  quatre  valeurs  de  x  deviendront 

4 
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Les  deux  premières,  combinées  ensemble,  donneront 
un  facteur  réel  du  second  degré  ;  il  en  sera  de  même  des 
deux  dernières. 

Quand  la  réduite  a  deux  racines  imaginaires  de  la 
forme  «4-5  \/  —  i  et^fc  —  0  \/  —  i,les  deux  racines 
imaginaires  de  la  proposée  deviennent 


ra 


=— i^  — /^a«— 2V/*'-f /2^=— i>— <^V/—  1» 
en  faisant  Q.tt  —  a  V^  ct^  -f-  /3^  =  — 


La  proposée  pourra  donc  encore  dans  ce  cas  être 
formée  par  la  multiplication  de  deux  facteurs  réels  du 
second  degré. 

Des  racines  imaginaires  en  général. 

526.  On  a  vu  par  la  résolution  des  équations  des  2% 
3^ et  4^  degrés,  que  les  racines  imaginaires  de  ces  équa- 
tions pouvaient  se  ramener  a  la  même  forme,  et  se  dis- 
tribuer par  cou  oies ,  tels  que 

x  =  A-\-  ^  \/—  1  ,       a:=  A-'B  \/ —  1  , 

cnsorte  que  chaque  couple  donnait  un  facteur  du  second 
degré ,  dont  les  coefïiciens  étaient  réels. 
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Les'Analystes  ont  aussi  reconnu  que  toute  équation 
âe  degiré  pair  est  djcompoëable  en  facteurs  réels  du 
second  degré.  Voici  la  dcmonstration  qu'en  a  donnée 
Laplace  (^Tounal  des  séances  de  T  Ecole  Normale ,  Le- 
vons ,r'  édition  ,  T.  II ,  pag.  3i5  ). 

Il  faut  prouver  d'abord  que  toute  équation  d'un  degré 
quelconque  p,  aura  un  facteur  réel  du  second  degré ,  si 

toute  équation  du  degré  ^Ss. 1  a  un  facteur  réel , 

soit  du  premier  y  soit  du  second  degi'é. 

Je  représente  par  {P)  l'équation  du  degré  p  ,  et  ses 
racines  par  a,  /3,  ^  ,  S" ^  etc.  Cela  posé  ,  j'observe  que 
les  facteurs  du  second  degré  de  cette  éqxiation ,  formés 
nécessairement  par  la  multiplication  des  facteurs  du 
premier  degré  ,  combinés  deux  à  deux,  seront 

X*  —  (*  -j-  ^)   X  -f  «4> 


etc. 


et  dépendront  par  conséquent  de  la  recherche  des  fonc- 
tions de  la  forme  et  -f-  /S  et  «4 /S.  Ces  fonctions  seraient 
déterminées  si  l'on  en  connaissait  deux  de  la  forme 

les  lettres  M  et  M'  désignant  des  nombres  donnés  j  car 
en  faisant 

on  trouverait 

M'N-^K'M  ^       N'-^N 

''-^^^       M- M    ->      *^=M'-^M- 

Mais  pour  parvenir  à  l'équation  de  laquelle  dépend  la 
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fonction  a~\-(6^  31  a  /? ,  il  faut  former  toutes  les  valeur? 
qu'elle  prend,  en  y  mettant  successivement,  au  lieu  de 
«tetde^,  toutes  les  racines  a,  12,  y,  S',  etc.  de  la  pro- 
posée ,  combinée  deux  à  deux  (7)  ,    ce  qui  donne .... 

P  (p  —  O    ' 

—  résultats,  et  fait   voir  par  conséquent  que 

l'équation  cherchée,  que  ]e  désignerai  par  (Ç),  mon- 
terait au  dc£:ré  /^  >P        ^  \ 

i*.  Si  l'on  admet  d'abord  que  cette  équation  ait  tou- 
jours une  racine  réelle  ;  endonnant  à  J/une  infinité  de 
valeurs,  on  formera  une  infinité  d'équations  semblables, 
dont  chacune  aura  une  racine  réelle,  renfermant  une 
des  combinaisons  qu'on  peut  faire  des  racines  de  la  pro- 
posée dans  la  formule  ct~\-(6-\- M a:^;  or, le  nombre  de  ces 
combinaisons  étant  limité  ,  il  faudra  nécessairement  que 
"la  même  combinaison  soit  répétée  plusieurs  fois  avec 
diverses  valeurs  de  31,  On  peut  donc  affirmer  qu'il  existe 
au  moins  deux  fonctions  de  la  forme 

ct-j-(^^3IcLr6,  cL-^d  -\~MUd, 

contenant  les  mtmes  racines  et  et  d,  et  dont  les  valeurs 
7\^  et  A''  sont  réelles  j  d'où  il  résulte  que  les  valeurs 
correspondantes  de  ce  -f-  /^  et  de  a  jS  le  sont  aussi. 

2°.  Si  l'équation  (Ç)  n'a  point  de  racines  réelles, 
mais  seulement  un  facteur  réel  du  second  degré  ,  dont 
Içs  racines -soient  imaginaires,  en  donnant  à  31  une 
infinité  de  valeurs  ,  on  obtiendra  une  infinité  de  fonc- 
tions ût  -f-  .5  -f-  3IctQ>y  dont  l'expression  sera  de  la  forme 
A  -\-  B  y  —  1 ,  et  on  prouvera,  comme  ci-dessus,  qu'il 
doit  s'en  trouver  plusieurs  qui  ne  diîfèrent  que  pai'.  es 
valeurs  de  ?.I.  On  aura  donc 
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CL-}.  ^^M'alô^A'-i-B'  \/  — 1, 
d'où  on  tirera 


]\r^j^n\/—i)-^3içj'-\-B'  y 

^-0 

M'  --  3/ 

A'  4-  B'  y/—  i  -^  A  —  B  y/ - 

■  1 

dL'6 

M'  —  M 

En  réunissant  les  termes  réels  entre  eux  et  les  termes 
imaginaires  entre  eux,  on  pourra  représenter  ces  ex- 
pressions par 

2  (  C -f-  Z)  V^^)     et     E  -{-  F  V/—  1  ; 

et  par  là  le  facteur  x^  —  {et  -\-  ^)  x  -\-  a,(6  deviendra 

jf^2{C-L-D  \/^^  Jc  -i-E  -i-F  \/^^. 

L'existence  de  ce  facteur  entraîne  celle  d'un  autre  ^  qui 
serait 

af  —  2(iC  —  D  \/^^)x  ^E—F  V^^'. 

car  soit -Y — Y\^ — i  fe  quotient  que  donne  réquation(PJ 
lorsqu'on  la  divise  par  le  premier  facteur  :  les  quantités 
JYet  l'doivent  fctre  nécessairement  telles,que les  parties 
imaginaires  contenues  dans  le  produit  de  ce  facteur,  par 
X — y  y  —  1,  se  détruisent,  puisque  le  dividende  est 
entièrement  réel;  et  si  l'on  multiplie  le  second facteurpar 
X  -\-Y  y  —  1 ,  on  aura  un  nouveau  produit ,  dans  le- 
quel la  partie  réelle  sera  encore  la  même  que  celle  du 
précèdent ,  et  la  partie  imaginaire  n'ayant  fait  que 
changer  de  signe,  s'évanouira  aussi. 

En  général ,  toute  expression  qui  a  un  facteur  de  la 
forme  a-{-  by  —  i  ,  en  a  nécessairement  un  delà 
forme  a  —  b  \/ —  i . 
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Maintenant  si  les  polynômes 

—  2(C-f-Z)  y/'HT)  X -i- E  -h  F  {/"^ 


X' 


et    X*— 2  {C^D  \/— i)  x-f  jÇ  — F\/—  1 

n'ont  point  de  diviseur  commun,  ils  renferment  entre 
eux  quatre  facteurs  simples  de  l'équation  (P)  ,  qui  , 
multipliés  l'un  par  l'autre,  donnent  im  facteur  du  qua- 
trième degré  dont  les  coefficiens  sont  réels ,  et  l'on  a 
montré,  numéro  25  ,  que  toute  équation  du  quatrièms 
degré  peut  se  décomposer  en  facteurs  réels  du  second. 

Si  les  deux  polynômes 

x^— 2(C-f  z)  \/ZIT)  X -\- E -\- F  v/^ITT 

a7^-_2(C— Z)  {/^^)^  -j-E-^F  /^==^ 
ont  un  diviseur  commun ,  en  les  mettant  sous  la  forme 

x*  — 2Cx-f£:  — (2Dx  — F)  V^— 1 
x^  — 2Ca:-f-F-f-(2Z>x  — F)  V/  — 1, 

on  verra  que  ce  diviseur  doit  être  commun  aussi  aux 
deux  quantités  x^  —  2  Cx -f-  Eet^Dx  —  F,  et  on  en 
conclura  qu'il  ne  peut  être  que  de  la  forme  x  —  /  :  on 
aura  donc 

x*— .2  Cx-fF— (2Dx  — F)  v/'irr 

=  (jc^K  —  L  V/^^)  (^  — /), 

X*  — iâCa:4-F  +  (2Djc:  — F)  \/  ■— i 

^dx^K  +  L  v/=^)  (x~/); 

d'où  il  suit  que  X — A'  —  L\/  —  i  ,x  —  K -j- L  \/ —  i 
et  a:  —  /,  seront  trois  facteurs  de  l'équation  (JP).  L^s 
deux  premiers,  multipliés  entre  eux,  donnent  un  facteur 
réel  du  second  degré  ;  et  en  divisant  l'équation  (P)  par 
le  troisième ,  on  obtiendra ,  si  elle  est  d'un  degré  pair , 
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un  quotient  de  degré  impair,  qui  aura  lui-même  un  fac- 
teur réel  du  premier  degré,  formant  avec  celui  par  lequel 
on  a  divisé  ,  un  second  facteur  réel  du  deuxième  degré. 
II  est  donc  bien  prouvé  qu'une  équation  (P) ,  de  degré 
pair ,  aura  au  moins  un  facteur  réel  du  deuxième  degré  , 
«i  l'équation  (Ç)  a  toujours  un  facteur  réel ,  soit  du  pre- 
mier degré  ,  soit  du  second. 

27 .  C ela  posé ,  tout  nombre  pair  étant  nécessairement 
le  produit  d'un  nombre  impair  multiplié  par  quelqu'un 
des  nombres  2  ,  4)  ^j  i^>  etc.  c'est-à-dire,  par  une  puis- 
sance de  2 ,  sera  compris  dans  la  formule  2'"n ,  771  repré- 
sentant un  nombre  entier  quelconque  ,  et  n  un  nombre 
impair  ;  le  degré  de  l'équation  (Ç)  ,  exprimé  en  général 

par  C--:i- ,  sera  donc  égal  à 

ii i  =a'"-'7i  (^2"'n —  1), 

?i  pT=z2^n.  Faisant  {2."^n — i)r=:nj  n  sera  encore 
un  nombre  impair,  puisqu'il  est  le  produit  de  deux 
nombres  impairs ,  n  et  2'^n  — 1  ;  et  d'après  ce  qui  pré- 
cède, l'équation  du  degré  2'^n  aura  un  facteur  réel  du 
second  degré  ,  si  l'équation  du  degré  2"'"~*/i'  a  un  fac- 
teur réel,  soit  du  premier,  soit  du  deuxième.  Par  la 
même  raison,  l'équation  du  degré  q.^~^ii'  aura  un  fac- 
teur réel,  si  l'équation  du  degré  2'""^^'  {p.'^~^n' —  1)  ou 
Qm—aj^ii  ^  ^^  facteur  réel ,  soit  du  premier  ,  soit  du 
deuxième  degré.  En  continuant  ainsi ^  on  passera  par 
une  suite  d'équations  dont  les  plus  hauts  exposans  seront 
de  la  forme 


2'"/i,      oT-'^n,      2'"""V, 


les  nombres  n ,  n ,  n" ,  n" étant  tous  impairs ,  et  ou 


I 
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arrivera  enfin  à  une  dernière  équation,  de  degré  impair  , 
qui  aura  nécessairement  un  facteur  réel  du  premier 
désiré  {Elém.  2i3)  ;  parconsequent  l'avant-dernière  en 
aura  un  du  second  dei:,re ,  ainsi  que  chacune  des  autres  , 
jusqu'à  Ja  proposée  iiclusivement. Si  l'o-)  conçoit  ensuite 
que  celle-ci  soit  divisée  par  le  facteur  du  second  degré 
dont  on  vient  de  prouver  l'existence ,  le  quotient  étant 
encore  de  degré  pair,  contiendra  au  moins  un  facteur 
réel  du  second  degré,  par  lequel  on  pourra  le  diviser  de 
nouveau.  Sans  qu'il  soit  besoin  d'aller  au-delà,  on  voit 
qnune  équation  quelconque  d'un  dd^ré  pair  est  toujours 
décomposable  en  facteurs  réels  du  second  derré  ;  et  puis- 
qu'une équation  de  ^degré  impair  se  ramène  à  une  équa- 
tion de  degré  pair ,  en  la  divisant  par  le  facteur  réel 
qu'elle  a  nécessairement,  il  s'ensuit  qu'a77.e  équation  de 
degré  quelconque  ne  peut  avoir  que  des  racines  réelles 
ou  des  racines  imaginaires  semblable^  à  celles  des  equa-^ 
lions  du  second  degré  y  c'est-à-dire,  réductibles  à  lafoime 
A  zh  B  /^^. 

28.  D'Alenibert  démontra  le  premier  que  les  expres- 
sions imaginaires  pouvaient  toutes  se  réduire  à  la  forme 
A  ±lB  \/  —  1 .  La  vérité  de  cette  proposition ,  à  l'égard 
des  expressions  résultantes  des  opérations  algébriques  , 
suit  naturellement  de  ce  qui  précède  ;  car  en  les  égalant 
àdes  inconnues  et  faisant  disparaître  les  radicaux  qu'elles 
contiennent ,  on  parviendra  à  des  équations  dont  les 
racines  imaginaires  seront  de  la  forme  A  :ÏL  B  \/  —  1 . 

-  On  peut  encore  s'assurer  directement  de  cette  vérité, 
en  observant  : 

1*.  que  a-{-b  V^^— a'— è'  \/Z~[j^a"-\-b"  v/^-f-etc. 
:=(a— a'-ha"-|-etc.)-{-(ô— y-{-M-f-etc.)V^^ 
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qi]e(a-f^V^'— i)(ff'-f  Z^'V— 0 


3-    Que 


a  j^b^—  1  __  (ja  -f-  ^</— 0  {a— h'  \/—i) 

a'^b'  y/^  ~~  {a-\-b'  y  ^)  {a'—o  \/^) 
aa  -^  bb'  ^^cib  —  ab'      / 


a-  -f-  ^'^    '    a"  -j-  Z; 

4'.  que  (a-f-6  V'^^)'"  =  -^  4"  ^  V^- 

Pour  prouver  cette  dernière  proposition,  on  changera 
{a-\-b\/'^\)"'  en^'^(i -f-\/^)^;  et  en  observant 
que 


(v/-iy=-fi 


(V/-i.-  =  -v/-i 


on  verra  que  si  on  désigne  par  i  un  nombre  entier  quel- 
conque ,  on  doit  avoir  en  général 

ce  qui  renferme  tous  les  cas  ;  car  il  est  évident  qu'il 
n'existe  aucun  nombre  entier  qui  ne  soit  compris  dans 
l'une  des  quatre  formules 

4i,      4f-hi,      4^'-^^.      4/  + 3; 

c'est-à-dire,  qui  ne  soit  divisible  par  4;  <^i^'  qui  ne  le 
deviérine  quand  on  en  ôte  1  ,  ou  2 ,  ou  3  unités. 
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Cela  posé ,  on  trouve  par  le  développement  de  U 
puissance  m  du  binôme. 

m  b    / m(jn — i)  6^       m  {m — i/m — 2)P  */~: 


1  a 


1.2      a"  i    .  2  .    3     a^ 

,   ^(m— i)(m~-oO(m— 5)   M         ^^^ 
"*"       1.2.3.4        a+^ 

et  en  réunissant  les  termes  affectés  de  \/ — i ,  qui  sont 
ceux  de  rang  paii",  il  vient 

m(m-~0  b^      mrm— i)(m— 2)(m— 5)  M  _^^^^ 
*  ""     1     .    2    û*  "^  1     .     2     .     3    4      a^ 

/ni  6  _    yn(7n— i)(m->-2)  ^>^    _p  ^^^^  \    y/^ZTTT 
"*"\iâ  1.2.3       a^  / 

Pour  passer  de  ce  développement  à  celui  de 

(i -  i/  —  lY ,  il  suffit  de  changer  le  signe  de  la 

^         a 

quantité  -  dans  tous  les  termes  où  elle  se  trouve  élevée 
à  une  puissance  impaire ,  et  on  aura  ainsi 

m(m~"i)  b^       m(m— i)(m— 2)(m— 5)  &f  _  ^^^^ 
^         1.2     a^'^  1.2.3.4         a^ 

_/mb      m(m-i)(m-2)  ^3       ^^^  x  ^-— 
Via  1   .  a  .  3      a^^       /  '^ 

Multipliant 
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Multipliant  ces  résultats  pai-  a'" ,  et  faisant 
fi-j^i       m(m— ])^^     m(m— i)(m— 2)(m--5)Z)4       ctc  ^:z^.i 

^   /m6_^(m-0(m-.)  if        ^^.^   N       ^ 
\  1  c  1.2.0        a^  y 

il  viendra 

Lorsque  j'aurai  fait  voir  que  le  développement  de  la 
puissance  m  du  binôme  convient  également  au  cas  où 
l'exposant  m  est  fractiomiaire  ou  négatif,  il  sera  démon- 
tré par  ce  qui  précède,  que,  quelle  que  soit  m. 


Au  moyen  de  ces  résultats ,  on  ramènera  à  la  forme 
A-\'B  \/ — 1  toute  expression  résultante  de  la  combi- 
naison de  plusieurs  quantités  de  la  forme  a:t.b  \/ — 1 , 
par  addition,  soustraction,  multiplication,  division  et  élé- 
vation aux  puissances,  soit  entières,  soit  fractionnaires. . 

29.  Il  suit  de  la  proposition  démontrée  n°  27 ,  que 
pour  obtenir  les  racines  imaginaires  d'une  équation  quel- 
conque ,  il  faut  la  décomposer  en  facteurs  du  second  de- 
gré; mais  ce  moyen  exige  la  résolution  d'une  équation  du 

,       ,  m(m  —  1  )   ,     .  .  ,  .     . 

degré. — > —  (27},  avant  même  qu  on  puisse  savoir  si 

la  proposée  du  degré  m  a  ou  non  des  racines  imaginaires. 
Les  Géomètres  ont  cherché  des  méthodes  pour  recon- 
naître l'existence  de  ces  racines  indépendamment  de  la 
résolution  d'aucune  équation,  et  je  vais  exposer  ce  que 
Lagrange  a  trouvé  de  plus  général  à  cet  égard. 

Si  on  désigne  par  et,  ^  ^y  ^  «T,  etc.  les  racines  réelles 
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d'une  équation  de  degré  quelconque  ,  ses  racines  ima- 
ginaires pouvant  être  assemblées  par  couples  de  la  forme 
a±:b  \/ — 1,  a-:±ib^  \/ — i,  etc.  (28),  les  différences 
des  racines  combinées  deux  à  deux  seront  nécessaire- 
ment de  l'une  des  formes  suivantes  : 

et  — 18  entre  deux  racines  réelles. 

et —  az^  b  y  —  1  entre  1  rac.  réelle  et  1  rac.  im. 

(^a-a):±i(^b~b')  {/  —  1  entre  2  rac.  im.  de  coupl.  différ, 

2.b  \/  —  1  entre  2  rac.  im.  du  même  coup!. 

En  faisant  les  quarrés  de  ces  expressions  ,  on  trouvera 
pour  la  première  un  résultat  réel  et  positif,  et  pour  la 
quatrième  un  résultat  réel  et  négatif  ;  les  deux  autres 
donneront  des  résultats  imaginaires ,  à  moins  qu'on  n'ait 
et=a,  ou  a:=:a  ,  ou  b-=.h' \  mais  chacun  de  ces  cas 
introduit  des  racines  égales  dans  l'équation  aux  quarrés 
des  différences.  Il  suit  de-là  qu'en  faisant  abstraction  des 
racines  égales,  V  équation  dont  les  racines  sont  les  quarrés 
des  différences  qui  se  trouvent  entre  celles  de  la  proposée , 
<Lura  autant  de  racines  négatives  que  cette  dernière  a  de 
couples  différens  de  racines  imaginaires. 

5o.  On  voit  par  ce  qui  précède  combien  il  serait  à 
désirer  qu'on  eût  au  moins  une  règle  sûre  pour  connaître 
sans  calcul,  le  nombre  des  racines  positives  et  négativei 
d'une  équation  quelconque  ,  puisqu'on  serait  alors  en 
état  d'assigner ,  au  moyen  de  l'équation  aux  quarrés  des 
différences  ,  le  nombre  des  racines  réelles  et  celui  des 
racines  imaginaires  de  la  proposée.  Malheureusement  la 
règle  qu'a  donnée  Descartes  pour  remplir  cet  objet, 
généralisée  autant  qu'elle  peut  l'être,  se  réduit  à  ce  que  : 

Toute  équation  ne  saurait  avoir  un  nombre  de  racines 
positives  plus  grand  que  celui  des  variations  de  signe 
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qui  se  trouvent  entre  ses  termes,  ni  un  nombre  de  racines 
fiegaiii'es  plus^rand  que  celui  des  permanentes  du  même 
signe  ;  et  si  elle  ne  contenait  que  des  racines  neues ,  elle 
en  aurait  précisément  autant  de  positives  que  de  varia- 
tions de  signe  y  et  autant  de  négatives  que  de  perma- 
nences du  même. 

Lesrorza/zon^designessontleschangemensde-;-  en 

ou  de  —  en  -f-,  qui  ont  lieu  d'un  terme  à  l'autre,  et  il  y 
a  /iprmcnence chaque  fois  que  le  signe  d'un  terme  est  le 
même  que  celui  du  précédent.  L'équation 

^4  — 8a:'-L7  x^-f-gx— 4  — o, 

par  exemple,  a  trois  variations  de  signe  ,  savoir  :  de 
4-x'-^à  — 837^,  d£  — 8x^  à-f-7x%  etde4-9xà— 4; 
du  terme  -f-  7  x^^  au  terme  -|-  3  x,  il  y  a  une  perma- 
nence du  signe  -f-. 

Parmi  les  diverses  démonstrations  qu'on  a  données  de 
cette  règle ,  je  choisirai  celle  qui  est  due  à  Segner,  parce 
qu'elle  m'a  paru  la  plus  simple  de  toutes. 

Soit  l'équation 

x-±.Px^-^àzQx— ±,Tx±.U^o,.^. 

dans  laquelle  les  signes  +  et  —  se  succèdent  d'une  ma- 
nière quelconque  :  en  la  multipliant  par  le  facteur  x— « 
qui  donne  la  racine  positive  x=rct,  on  aura 

Les  coefTiciens  placés  dans  la  première  ligne  dé  ceVé^iiï-'  ' 
tat ,  sont  ceux  de  la  proposée ,  pris  av^c  le  mém-é''si^iië  ^ 
dont  ils  étaient  d'abord  affectés;  et  lescoefficiens  de' la 
eeconde  ligne  sont  formés  de  ceux  de  la  première,  mul- 
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tipliés  par  * ,  mais  pris  avec  un  signe  contraire,  et  reculée 
d'un  rang  vers  la  droite.  Cela  posé  ,  tant  que  lescqefii- 
ciens  supérieurs  seront  plus  grands  que  les  inférieurs  , 
ils  détermineront  le  signe  du  terme  dans  lequel  ils  se 
trouvent  ;  et  comme  ils  n'ont  pas  changé  de  signe ,  il 
y  aura  entre  eux  les  mêmes  variations  et  les  mêmes  per- 
manences que  dans  la  proposée;  mais  le  dernier  terme 
ip  Uet  ayant  toujours  un  signe  contraire  à  celui  du  coefii- 
cient  supérieur  zh  f/  de  l'avant -dernier,  il  en  résultera 
une  nouvelle  variation  que  la  proposée  n'avait  point. 

Lorsqu'on  rencontrera  un  coefficient  inférieur  de  signe 
contraire  à  son  correspondant  supérieur ,  et  plus  grand 
que  celui-ci,  ilyaura  une  permanence  de  la  proposée  qui 
se  changera  dans  une  variation  ;  car  le  signe  du  ternie  où 
cela  arrivera ,  étant  déterminé  par  celui  du  coefficient 
inférieur ,  sera  contraire  au  signe  du  terme  précédent , 
qu'on  suppose  le  même  que  celui  de  son  coefficient  su- 
périeur. 

On  sentira  la  vérité  de  cette  assertion,  en  observant 
qu'on  ne  peut  être  obligé  de  recourir  au  coefficient  in- 
férieur ,  pour  reconnaître  le  signe  d'un  terme ,  que  dan» 
des  .cas  semblables  à  l'un  des  deux  suivans  : 

en  supposant  qu'on  ait  Rct^  S;  l'ordre  de  la  succession 

des  signes  sera  dans  le  premier  -\ ,  et  dans  le  second 

(-.Je  n'ai  point  écrit  le  coefficient  inférieur  dans  le 

premier  terme,  puisque,  par  l'hypothèse,  il  n'influe 
point  sur  le  signe  de  ce  terme. 

Il  est  donc  évident  que  chaque  fois  qu'on  descend  de 
Ift  ligne  supérieure  dans  la  ligne  inférieure  pour  déter- 
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ininer  le  signe,  il  y  a  alors  une  variation  qui  ne  se  trou- 
vait point  dans  l'équation  proposée  j  et  si  après  ce  pas- 
sage on  reste  toujours  dans  la  ligne  inférieure ,  on 
1  etrouve  les  mêmes  variations  et  les  mêmes  permanences 
que  dans  la  proposée,  puisque  les  coefïiciens  de  cette 
^igne  ont  tous  un  signe  contraire  à  leur  signe  primitif. 
Quand  on  remontera  de  la  ligne  inférieure  à  la  ligne  su- 
périeure, il  en  pourra  résulter  ou  une  variation  ,  ou  une 
permanence  ;  car  il  n'existe  aucune  connexion  ^ntre  \b 
signe  d'un  coefficient  inférieur  et  celui  du  coefficient 
fiupjerieur  du  terme  suivant.  Mais  en  supposant  mèm« 
que  ce  passage  produisit  dans  tous  les  cas  une  perma- 
îience ,  comme  le  dernier  terme  de  la  nouvelle  équation 
fait  partie  de  la  seconde  ligne  ,  il  faudra  toujours  re- 
venir au  moins  une  fois  de  plus  dans  cette  ligne  que  dans 
la  première,  et  par  conséquent  la  nouvelle  équation  auTa 
.au  moins  une  variation  de  signe  de  plus  que  la  piT)posée  ; 
il  en  serait  de  même  à  chaque  racine  positive  qu'on  in- 
troduirait. 

Si  on  multiplie  ensuite  l'équation  proposée  par  le  fac- 
teur.r-f-ct,  qui  donne  la  racine  négative  0:  =  — a, 
on  aura 

Les  coefficiens  placés  dans  la  première  ligne  sont  en-» 
core  ici  les  mêmes  et  de  même  signe  que  dans  l'équation 
])ropo8ée  -,  ceux  de  la  seconde  ligne  sont  aussi  formés 
i]e  ceux  de  la  première  ,  multipliés  par  a,  et  reculés  d'un 
lang  vers  la  droite  ;  mais  darisle  cas  actuel ,  ils  ont  con- 
servé leur  signe  primitif. 

En  raisonnant  comme  ci-de?sus,  on  verra  que  chaque 
fois  qu'on  ëera  obligé  de  prendre  le  signe  du  coepicienT: 

3 
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inférieur^  on  obtiendra  une  nouvelle  permanence   qui 

n'existait  point  dans  la  proposée.  Lea  exemples  ci- joints 

analogues  à  ceux  qu'on  a  donnés  plus  haut,  rendront 
cette  conséquence  bien  évidente,  puisque  Rtt  étantplus 
grand  que  m,  on  aura  dans  l'un  -^-}- y  et  dans  l'autre 
—  - — .  Lorsqu'on  remontera  de  la  ligne  inférieure  dans 
la  ligne  supérieure  ,  il  en  pourra  résulter  indifféremment 
ou  une  variation  ,  ou  une  permanence;  mais  en  accordant 
que  ce  soit  une  variation  qui  ait  toujours  lieu ,  on  pourra 
malgré  cela  conclure  que  le  nombre  desq^ermanencessera 
au  moins  augmente  d'une  unité  ,  puisque  le  dernier  terme 
se  trouvant  dans  la  seconde  ligne,  forcera  toujours  à 
revenir  à  cette  ligne  au  moins  une  fois  de  plus  que  dans 
l'autre.  Il  suit  de  là  que  chaque  racine  négative  donnée 
à  la  proposée  apportera  avec  elle  au  moins  une  perma- 
nence. En  rapprochant  cette  conclusion  de  la  précé- 
dente ,  on  veiTa  que  le  nombre  des  raines  positives  d'une 
équation  quelconque  ne  saurait  surpasser  celui  des  variai 
fions  de  si^ne  qu'elle  renferme ,  et  le  nombre  des  racines 
négatives  celui  des  permanences. 

Si  l'équation  proposée  n'avait  que  des  racines  réelle?, 
on  prouverait  aussi  par-là  qu'elle  doïfdxoïv  précisément 
autant  de  racines  positives  que  de  variations ,  et  autant 
de  racines  négatives  que  de  permanences.  En  effet ,  quel 
que  soit  le  nombre  de  variations  et  le  nombre  de  perma- 
nences qu'ait  apporté  chaque  racine  positive  et  chaque 
racine  négative  ,  le  nombre  des  unes  et  des  autres ,  dans 
le  résultat  final ,  doit  être  égal  à  celui  des  termes  di- 
minué de  l'unité,  ouàl'exposant  du  degré  de  l'équation, 
ou  enfin  au  nombre  des  racines  ;  mais  les  variations  ne 
sont  produites  que  par  les  racines  positives ,  et  les  perina' 


DES    ELEMENSD  ALGEBRE.  Jh 

nences  que  par  les  racines  négatives  :  il  faut  donc  qu'il 
y  ait  autant  de  variations  que  de  racines  positives ,  au- 
tant de  permanences  que  de  racines  négatives,  et  vice 
z*ersà. 

5i.  Les  racines  imaginaires  modifient  cette  proposi- 
tion, parce  qu'elles  ont  lieu,  soit  avec  des  variations, 
soit  avec  des  permanences.  Cela  se  voit  sur  rêquatioa 
même  du  second  degré  x*  ziz  2  px -f- ^  =  o ,  dont  les 
racines  sont  imaginaires ,  quelque  signe  qu'ait  p  ,  tant 
que  p^  est  moindre  que  q. 

On  peut  assez  souvent  reconnaîtie  immédiatement 
la  présence  des  racines  imaginaires  par  la  règle  ci- 
dessus ,  lorsqu'une  équation  manque  de  quelques  termes. 
Dans  l'équation  x^  -f-px  -}-  9  =  o ,  par  exemple  ,  si  l'on 
remplace  par  :±L  o.x^  le  second  terme  qui  manque  ^ 
il  vient 

et  quand  on  n'a  égard  qu'au  signe  supérieur ,  on  ne  trou- 
ve que  des  permanences ,  tandis  que  le  signe  inférieur 
donne  deux  variations.  Ces  résultats ,  dont  l'un  semble 
indiquer  trois  racines  négatives  ,  et  l'autre  deux  racines 
positives,  ne  s'accordant  point  entre  eux,  font  voir  que 
la  proposée  a  des  racines  imaginaires.  Si  ou  avait 

x^-^px^q  -=.0, 
€n  l'écrivant  ainsi: 

a:^±:o  ,  x^ — px-^qmOy 

quelque  signe  qu'on  employât,on  trouverait  toujours  d-eux 
variations  et  une  permanence  :  l'accord  de  ces  résultats 
prouve  que  cette  équation  peut  avoir  ses  trois  racines 
réelles,  mains  non  pas  qu'elle  les  ait  en  effet-  car  on  sait 
d'ailleurs  que  cela  n'arrive  que  quand  ^7  p^  >  î  q""- 
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52.  Cela  posé,  je  désigne  par  (Z>)  l'éqHatlon  aiî 
quarrédes  différences  (29)  ,  qu'on  peut  former  d'après 
je  n^  8.  Il  est  évident,  par  la  règle  du  n^  précédent ,  que 
si  tous  ses  signes  sont  alternativement  positifs  et  néga- 
tifs ,  c'est-à-dire  ,  si  elle  n'a  que  des  variations  ,  elle 
•n'auT-a  que  des  racines  réelles  et  positives,  ettoutes  celles 
de  la  proposée  seront  réelles.  Eji  effet,  si  celle-ci  avait 
des  racines  imaginaires,  parmi  les  racmes  de  l'équation 
(D)  ,  il  s'en  trouverait  nécessairement  de  réelles  et  néga- 
tives (29)  ;  elle  aurait  donc  des  permanences,  ce  qui  est 
contre  la  supposition. 

Le  dernier  terme  d'une  équation  étant,  comme  on  sait, 
le  produit  de  toutes  ses  racines  prises  avec  un  signe  con- 
traire, sera  négatif ,  si  le  nombre  des  racines  réelles 
positives  et  impair;  car  le  dernier  terme  du  produit 
d'un  couple  de  racines  imaginaires- est  toujours  positif. 
En  appliquant  cette  remarque  à  l'équation  (Z?) ,  on  verra 
que  si  son  dernier  terme  est  négatif,  elle  aura  un  nom- 
bre de  racines  négatives  pair  ou  impair,  selon  qu'ella 
sera  d'un  degré  impair  ou  pair.  Dans  le  premier  cas  , 
la  proposée  aura  un  nombre  pair  de  couples  de  racines 
imaginaires'^  et  un  nombre  impair  dans  le  second.  En 
général ,  il  suit  de  la  nature  des  racines  de  l'équation  (Z)) 
et  de  ce  qu'on  a  vu ,  n*  29 ,  que  la  proposée  ne  saurait 
avoir  plus  de  couples  de  racines  imaginaires  qu'il  ne  se 
trouve  de  permanences  de  signe  dans  l'équation  (D). 

Les  considérationg  précédentes  ne  mènent  toujours 
qu'à  s'assurer  si  une  équation  donnée  a  des  racines  ima- 
ginaires, et  à  trouver  une  limite  que  ]eur  nombre  n^ 
pnisse  excéder;  mais  en  suivant  l'esprit  de  la  méthode  , 
on  formerait  de  nouvelles  équations  auxiliaires ,  qui  na 
pourraient  avoir  de  racines  négatives  ,  qu'autant  que  la 
proposée  aurait  au  moins  quatre  racines  imaginaires  ;, 
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(d'autres  qui  n'en  auraient  que  de  positives,  tant  que  le 
sombre  des  racines  imaginaires  de  la  proposée  serait 
au-dessous  de  six,  et  ainsi  de  suite.  Il  faudrait  former  , 
dans  le  premier  cas,  l'équation  qui  donne  lesquarrésdes 
différences  qui  se  trouvent  entre  les  sommes  des  racines 
combinées  deux  à  deux;  dans  le  second,  celle  qui  donne 
les  quarrés  des  différences  qui  se  trouvent  entre  les 
sommes  des  racines«prises  trois  à  trois ,  etc. 

33.  Si  on  parvenait  à  trouver  d'une  manière  quelcon- 
que les  racines  négatives  et  inégales  de  l'équation  (Z)) , 
on  en  déduirait  les  racines  imaginaires  de  la  proposée.  En 
€ffet ,  en  substituant  dans  cette  dernière  a-^b  V^  — i  au 
lieu  de  X,  et  en  égalant  séparément  à  zéro  la  partie 
réelle  et  la  partie  imaginaire  ,  on  aurait  deux  équations 
pour  déterminer  les  inconnues  a  et^  ;  mais  si  on  connais- 
sait à  priori  la  valeur  de  b ,  et  qu'on  la  substituât  dans 
l'une  et  dans  l'autre  de  ces  équations ,  a  serait  donné  par 
le  diviseur  commun  des  deux  résultats ,  égalé  à  zéro 
(^Elém.  189).  Or,  en  nommant  —  z  l'une  des  racines 
négatives  de  l'équation  (/)) ,  cett€  racine  exprimera  le 
quarré  de  ladifférence  entre  les  deux  racines  imaginaires 
comprisesdans  la  formule  a  ±:Z>  \/ — 1  et  on  aura  par 
conséquent 

d'où 

De  l'extraction   des    racines  des  quantités  en  parti$ 
commensurables  et  en  partie  incommensurables . 

34.  On  a  vu  dans  les  numéro*  ig  et  21 ,  combien  il 
pourrait  être  utile  de  «avoir  quand  une  expression  com- 
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pliquée  de  radicaux  est  une  puissance  parfaite;  aussi 
les  Analystes  se  sont -ils  occupes  de  la  recherche  des 
caractères  auxquels  on  reconnaît  ces  puissances.    , 


35.  Soit  V  a  -i-y/b  :  l'expression  a -|- V^6  ne  peut 
être  que  le  quarré  d'une  autre  de  cette  forme  :  l/v^-f-  ]/B, 
dans  laquelle  se  trouve  comprise  celle-ci  :  A'-j-y  B y  en 
supposant  que  A  =  A'^.  Cela  posé  ,  on  aura 

comparant  d'un  côté  la  partie  comniensurable  ,  et  de 
l'autre  la  partie  incommensurable ,  on  formera  ces  deux 
équations  : 

a=  A -i^  B  ,  \/b^2.\/'A~B\ 

quarrant  de  nouveau ,  il  viendra 

a'z=.A^-\-2AB-\-B\  b=i4AB; 

retranchant  la  seconde  équation  de  la  première ,  on  aura 

d'---bz=A^  —  2.  A  B  ^B^', 

et  prenant  enfin  la  racine  quarrée  de  chaque  membre  ds 
cette  dernière ,  on  en  conclura 

y/  a^  —  hz=zA'^B, 

Si  l'on  combine  cette  équation  avec  a  =:^-f"-^  >  ^^  ^^ 
tirera  les  valeurs 

d'après  lesquelles  les  quantités  ^  et  jB  ne  peuvent  être 
rationnelles  comme  on  le  suppose  ,  à  moins  que  a?-  —  h 
ne  soit  un  quarré  parfait. 


Soit    pour  exemple  y    7  -|-  V^  4^  >  <^^   ^^'^ 
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a-=^^,    b  =  4S,     r.»— Z.=r43  — 48=1. 

Soit  encore  l'expression  littérale 

y     47nn-^2Xjn-\-n){m  —  /i)/  —  ^  > 
équivalents  à 


y     4mn-}-\/  —  4("^  +  '0^   (^ — 'O^'i 
il  viendra  pour  cet  exemple 

ar^z^mn,     b  r=. —  4(^~f-")'^(^  —  ^Y' 

g"  — è=r4m++877l=^n^-f-47l4=:4(m^  -f-  71^)* 


y  A^^y/ 2.mn-\-m^-\-ii' ^  \/  Bz=  y  amn  —  771' — /i* 

S/I  -u  i/~n  =  /(77i-f-7i)^ -f-  /("^~/z)-x— i 

Enfin  si  l'on  avait 

l/~77l^  — 771  7l-|-^7i^-f-2   /  m^  71  2  771^  /l^  -f  ^  771  7?", 

y  mn  -\-  \/  nt — 2  771 7i  -f-  t  "''• 

Quand  ,  au  lieu  de  V    a  -j-  \^h  ,  on  tiy    a—\^  l\ 

il  faut  prendre  \/ u4  —  /^,^et^  conservant  le3 
mêmes  valeurs  que  ci- dessus. 

Dans  ces  deux  cas ,  la  racine  cherchée  est  doubla 
comme  toutes  celles  du  second  degré  ;  car  on  a  dans  le 
premier  cas 

-f-  \^~Â  -f  y^~B  ou  —  »/"2  ~  /U , 

et  dans  le  second  , 

+  \/~7l  —  {/~B  eu  —  \/Tl  -f-  /U. 
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36.  Je  vais  chercher  actuellement  les  casoùil  est  possible 
d'extraire  la  racine  cubique  d'une  expression  de  la  forme 
a-^x/b.  Pour  y  parvenir,  il  faut  découvrir  la  forme 
que  l'on  doit  donner  à  cette  racine.  On  ne  peutsupposer 

qu'elle  soit  {/  A  -i-  \/~B  ,  car  le  cube  de  cette  quan- 
tité étant 

A  \/li  -f  3  ^  V^"ÏÏ  +  3  ^  v/"5  -I-  B  \/'B 

=  (  ^-f  3i?)  v/'2-f  (3^-}-5)    y/W, 

«ontient  deux  radicaux  quarrés  essentiellement  différens. 

Il  n'en  sera  pas  de  même  delà  forme  A  '\-  \/  B  ]  mai* 
pour  la  généraliser,  mi  peu  ,  j'écrirai 

(,A  +  \/-B)  \/~C; 
son  cube  sera  alors 

ce  ^3^3^^  \/'B  -^ZAB-^B  V/^). 
En  comparant  la  partie  rationnelle  de  cette  expressioa 

avec  a,  et  la  partie  irrationnelle  avec  yb,  je  trouverai 
les  équations 

a=.C(iA^-j-5AB),      \/b  =:  C  {"5  A*  '\-  B)\/T', 
quarrant  l'une  et  l'autre,  j'obtiendrai 

û^  =  C^  (  ^6  ^  6  ^4  J5-f-  9  ^^  i?*  ) 
h  =  0{^^A^B-^6A'B^-i-B^), 
d'où  je  conclurai 

^^,—  z=A^'-'3A^B'^5A'B'^B^=z(^A'-'By, 
et  par  conséquent 
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La  lettre  C  étant  indéterminée  ,  on  en  peut  disposer 
pour  que  la  quantité  (a*  —  è  )  C  soit  un  cube  parfait  ; 
lorsque   cette   détermination   sera  effectuée ,  on  aura 

en  taisant  pour  abréger  — ^i— ; — :—-  =  c  ,  1  équation 

d'où 

B  — ^^— c; 

substituant  dans  l'équation  a=:C  (^A^ -^3  A  B  )  ,  il 
viendra 

4CA^-^Zc  C  A-'-a  —  o. 

Cette  dernière  aura  nécessairement  une  racine  commen- 
«urable,  si  ^  et  ^  sont  rationnels. 

En  prenant  pour  exemple  la  quantité  2  -f-  n  V — ^ 
du  n°  19  ,  il  viendra 


«=2,11  ^— .i=v/ïouô= — 121,  a* — 6  =  125 
A^—B^z^  )/  125  C. 

L€  nombre  126  étant  un  cube  parfait ,  on  pourra  faire 
^  =  1  ,  et  on  aura 

C  =  5,^"  — Z?=r:5  et/^A^—iSA—^  —  o. 

L'équation  en  A  ayant  pour  diviseur  c©mmensurable 
A  —  2 ,  donne 

puis  on  trouve 

^  =  4  —  5=:— 1, 
d'où  il  résulte 


V/^2-f-ii^  — i  =  2-f-  }/  — 


1  : 
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on  obtiendrait  par  le  même  procédé  , 

3       , 

^2—11    V/"^!    =2—    \/~^ 


1. 


Soit  encore  la  quantité  59  +  oo  /o,  qui  donne 

Ici ,  pour  rendre4  Cun  cube  parfait,  il  faut  faire  Cr=2; 
il  vient  ensuite 

■^'  —  B=i,  SA'  —  6A  —  5^  =  o. 

Maintenant  si  l'on  pose  2^==y,  on  aura  l'équation 

y'  —  ^y  —  52  =  o, 

dont  j  —  4  est  un  diviseur,  et  l'on  arrivera  enfin' à 
a  ou  ' 


»'"52  +  3oV/3  =  (2  4-  v/3)  v/i. 
3/.  Ces  exemples  suffisent  pour  montrer  comment 
on  peut  parvenir  à  extraire  une  racine  quelconque  d'une 
expression  irrationnelle  donnée.  La  difficulté  consiste  à 
deviner  la  forme  sous  laquelle  cette  racine  doit  se  pré- 
senter; et  lorsque  cette  forme  est  trouvée,  et  qu'on  en 
compare  la  puissance  avec  l'expression  irrationnelle  pro- 
posée, on  obtient  des  équations  en  nombre  égal  à  celui 
des  indéterminées,  et  qui  doivent  conduire  à  une  équa- 
tion finale  ayant  des  diviseurs  commensurables. 

Ainsi,  pour  ramener  à  la  forme  (^  -f  ^^)   Ç/~c 

n 

l'expression  V^a+  \/b  ,  on  aura 


DES     É  L  É  iM  E  N  S     d'a  L  G  È  B  R  E.  73 

équation  qui  se  partagera  dans  les  suivantes  : 

\1.2  '1.2.0.4  ) 

D'après  ces  valeurs ,  il  est  visible  que 

a=|C{(^+V/^)"+(^-V/^)'.} 

\/b=.\c\iA+\/  ay-iA  —  V  ay); 

et  comme 

a'—hz=.^^0{  {A  +  \/~By^-\-  2(^^— ^)"4-(  .^  —  /27)^« 

on  a,  après  les  réductions  , 


u  

a'—b:=zO(^A^-^Byo\JiA''  —  B=\X^^- 


—  h 

Il  faudra  donc  premièrement,  par  une  détermination- 
convenable  de  C ,  rex^dre  la  quantité  — — —  une  puis- 
sance exacte  du  degré  n  ;  lorsque  cette  condition  sera 
remplie,  on  aura  une  valeur  rationnelle  de  B ^  qui, 
substituée  dans  l'expression  de  A ,  devra  conduire  à  une 
équation  ayant  des  diviseurs  commensurables,  si  v^peut 
être  rationnel. 

De  l'abaissement  des  équations. 

38.  Il  y  a  des  circonstances  où  une  équation  peut 
être  ramenée  à  un  degré  inférieur  à  celui  sous  lequel 
elle  se  présente  ;  cela  arrive  toujours  lorsqu'il  existe 
entre  ses  racines  des  relations  particulières  ,  ou  qu'elle 
de^■ient  divisible  par  un  facteur  rationnel.  La  recherche 
/des  caractères  auxquels  on  reconnaît  qu'iuie  équatioa 
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estsusce^tïble  d'abaissement ,  et  celle  des  moyens  d'ef- 
fectuer ces  abaissemens ,  font  partie  de  la  résolution 
des  équations  ;  c'est  pourquoi  j'en  traiterai  succinc- 
tement ici. 

Je  supposerai  d'abord  qu'on  ait  l'équation 

x"^  -}-  p  x^  '\-  q  x^  -\-  r  X  -\-  s  =.0 , 

dont  les  racines  soient  représentées  par  a ,  h ,  c  et  d ,  et 
qu'on  sache  qu'entre  deux  de  ces  racines ,  il  existe  une 
relation  indiquée  par  l'équation  Tna-\-nb  =  k  y  m,netk 
étant  des  quantités  connues ,  on  pourra  trouver  a  et  b 
d'une  manière  fort  simple  ;  car  a  et  b  étahf  les  racines 
de  l'équation  proposée ,  on  aura 

a'^ -j- p  a* -j-  q  a^  -{- r  a -}- s  =1  o 
b'^-^-pb^-l-qb'-^rb-i-s^^o; 

mais  si  de  la  dernière  de  celle-ci ,  on  élimine  b ,  au  moyen 
de  l'équation  ma-\-  nb=zk,  l'équation  résultante  devra 
nécessairement  s'accorder  avec  l'équation 

a-^  -\- p  a^  -\- g  a^  -j-  r a  ~\-  s ^=0y 

et  puisque  l'une  et  l'autre  seront  satisfaites  par  la  même 
valeur  de  c,  elles  auront  un  facteur  commun  qu'on  ob- 
tiendra en  cherchant  leur  plus  grand  commun  diviseur, 
et  qui  fera  connaître  la  valeur  de  a  {Élém,  189)  :  on 
trouverait  Z>  de  la  même  manière.  Il  convient  d'observer 
que  dans  le  cas  où  les  deux  racines  a  et  b  entreraient 
semblablement dans  la  relation  donnée,  ce  qui  arriverait 
si  on  avait  m=n ,  d'où  il  résulterait 

m{a-\-b')z=k, 

le  diviseur  commun  dont  je  viens  de  parler  monte- 
rait au  second  degré.  La  raison  de  ce  fait  est  facile  à 
appercevoir;  car  alors,  soit  qu'on  élimine  a,  soit  qu'on 

élimine 
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élimine  b ,  on  tombe  sur  des  équations  semblables,  et  qui 
par  conséquent  doivent  conduire  aune  équation  donnant 
en  même  temps  Tune  et  l'autre  de  ces  inconnues,  ou 
ayant  deux  racines. 

Si  la  relation  proposée  était  la-^m  h-{-n  c  =  A ,  on  y 
joindrait  les  équations. 

a^  -{-  p  a^  -{-q  a^  -j-r  a  -^  s  ^=:o 

c*  -^ p c^ ^ q c'^  -{-rc -{- s^=o. 

et  éliminant,  au  moyen  des  deux  dernières,  b  et  cde 
l'équation  la-\-Tnb -j-ncz=k ,  on  parviendrait  à  une 
équation  finale  qui,  ne  renfermant  plus  que  a,  aurait 
nécessairement,  avec  a^ -^  pa^  ~^qa^-}-ra-\-sz=zo , 
un  diviseur  commun  qui  déterminerait  a  :  on  trouverait 
b  etc  d'une  manière  semblable.  Si  on  avait  l^^m  j  ce 
qui  changerait  la  relation  donnée  en  /  (  a  -{*  ^  )  -\-nc^=zky 
comme  il  serait  indiffèrent  d'y  écrire  a  pour  betb  pour  a, 
le  diviseur  commun  qui  donnerait  a ,  donnerait  aussi  b , 
et  serait  par  conséquent  du  deuxième  degré.  Enfin  dans 
le  cas  où  la,,relation  donnée  serait  l(^a-{-b-}^c)  =:^  k  , 
les  trois  racines  a,b  ,c  entreraient  dans  le  même  divi- 
seur commun,  qui  serait  par  conséquent  du  troisième 
degré. 

Ce  qu'on  vient  de  lire  par  rapport  à  l'équation  du 
quatrième  degré  et  à  des  relations  exprimées  par  des 
équations  du  premier  ,  peut  s'appliquer  à  un  degré 
et  à  des  relations  quelconques  ;  et  on  en  conclura 
qu'il  faut  traiter  chacune  des  racines  qui  entrent 
dans  la  relation  donnée  comme  une  inconnue  dis- 
tincte, former  les  équations  résultantes  de  leur  substitu- 
tion dans  l'équation  proposée ,  et  joindre  ces  nouvelles 
équations  avec  celle  qui  exprime  la  relation  donnée, 
puis  éliminer  ensuite  toutes  les  inconnues ,  hors  une ,  que 

F 


82  COMPLÉMENT 

l'on  conservera  en  même  temps  dans  deux  équations  ; 
lesquelles  admettront  par  conséquent  un  diviseur  com- 
mun ,  qui,  sui\ant  le  degré  dont  il  sera^  fera  connaitre 
une  ou  plusieurs  des  racines  comprises  dans  la  relation 
donnée. 

39.  Je  prends  pour  premier  exemple   l'équation  du 
troisième  degré 

x^  -\-px^  —  q*x  —  q^p-=o; 

et  je  suppose  que  l'on  sache  d'avance  que  parmi  ses 
racines  ,  il  y  en  a  deux  qui  sont  égales ,  mais  de  signe 
contraire  :  en  nommant  a  et  b  ces  deux  racines ,  on 
tirera  d'abord  de  l'équation  proposée 

b^-\-pb^-^q''b—qy=zo. 

'La  relation  donnée  entre  a  et  Z>  fournit  de  plus  cette 
troisième  équation,  b=: — a,  en  vertu  de  laquelle  la 
seconde  devient 

—  a^-^pa*  -\-  q*a — q^p-^no, 

ou  en  changeant  tous  les  signes  à-la-fois ,  et  mettant  x 
pour  a, 

x^  —  px"^  —  q^X'^q^p-=.o. 

Cherchant  ensuite  le  diviseur  commun  à  cette  dernière 
équation  et  à  la  proposée,  on  trouve 

x^--q\ 
ce  qui  donne 

x^—q^=zo, 

ou 

xz=zJ^q     et     x  =  —  q. 

Le  diviseur  est  du  second  degré ,  car  la  relation  i= — a^ 
équivalente  à  a-\-b-=zo ,  demeure  la  même  lorsqu'on 
y  change  a  en  è  et  Z?  en  a  (^2)). 
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La  question  prccedente  aurait  pu  se  résoudre  de  cette 
autre  manière  :  le  facteur  qui  renferme  les  deux  racines 
a  et  b  étant  x^ — (  a -j- ^  ) -^ -f- ^  ^  ^  deyient  x*  —  a*, 
lorsqu'on  y  suppose,  d'après  la  relation  donnée,  é>=:  -  a\ 
il  faudrait  donc,  si  a  était  déterminé  convenablement ^ 
que  l'équation  proposée  fut  divisible  par:c^ — a*.  Or^ 
après  avoir  poussé  la  division  par  ce  facteur  aussi  loia 
qu'il  est  possible  ,  on  a  pour  reste 

quantité  qui ,  devant  être  nulle  indépendamment  de  x  , 
(  Elemens  210)  donne 

9*--c*=o,  q^p — a*pz=o; 

la  seconde  de  ces  équations  est  identique  avec  la  pre- 
mière, dont  on  tire 

et  par  conséquent 

comme  ci-dessus. 

Il  sera  facile,  avec  un  peu  d'attention  ,  de  reconnaîtr» 
que  cette  dernière  méthode,  généralisée  convenable- 
ment ,  doit  résoudre  toutes  les  questions  relatives  à  l'a- 
baissement des  équations. 

40.  Si  les  deux  équations  9*— a*=ro  el  q'^p — ay=zo 
ne  s'étaient  pas  trouvées  comprises  l'une  dans  l'autre 
l'équation  proposée  n'aurait  pas  été  divisible  par  un 
facteur  de  la  forme  :»:»  — a%  et  il  n'y  aurait  pas  eu 
par  conséquent  entre  deux  de  ses  racines  la  relation 
qu'on  supposait  exister  ;  mais  si  les  quantités  p  et  q ,  oxk 
en  général  les  coefficiens  de  l'équation  proposée ,  eussent 

été  indéterminées,on  aurait  pulesdéterminer de  manière 
à  satisfaire  à  cette  condition.  Les  mêmes  circonstances 
se  rencontrent  dans  le  premier  procédé ,  car  on  pourrait 
éliminer  a  et  ^  des  trois  équatio.7s 
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«^  -f-p  a^  —  q-  a  —  ifpz=o, 

^til  existerait  encore  une  équation  entre  p  et  qr ,  qui  se 
trouverait  identique  dans  le  cas  actuel ,  parce  que  l'équa- 
tion proposée  satisfait  à  la  condition  donnée ,  mais  qui, 
si  cela  n'avait  pas  lieu,  exprimerait  la  relation  qu'une 
pareille  condition  suppose  entre  les  coefficiensde  l'équa- 
tion proposée. 

41 .  On  a  \'u  dans  le  n«  2c5  des  Élémens  ,  que  lors- 
qu'une équation  avait  des  racines  égales,  elle  était  sus- 
ceptible d'abaissement  •  c'est  aussi  ce  qu'on  peut  prouver 
par  les  considérations  précédentes. 

L'équation  o^-{-px^-^qx-^rx-{-s=io  ,  ^^x  exemple, 
fournissant,  entre  deux  quelconques  a  et  Z>  de  àeà  ra- 
cines ,  les  équations  identiques 

a^-^-pa^+qà"  -^ra-^-s  —  o 
l\^pb^-\-qb-'-\-rb-\-s  =  o, 

conduit  à 

divisant  ce  résultat  par  a— 0,  on  aura  l'équation 
a^-^a^b-j-ab^^b'^piia^-\-abJt-b^'-)-\-qia-^b')-\-r:=:o, 

c[iii  devient  ,, 

4  a^ -I- 3  p  a*  +  2  ^  a -f- r  =  o ,  ' 
lorsqu'on  suppose  az=b:  il  faut  donc  que,  dans  cette 
hypothèse ,  les  équations 

a^-^-pa? -{-q  œ'-{'ra-\-s:=::o 
^a^  -\-  opa^  -\-2  qa-}-r=io 

aient  entre  elles  un  diviseur  commun.  En  suivant  cette 
voie,  on  paniendrait,  ayec  le  secours  de  la  proposi;: 
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ticm  du  n®  i58  des  Élémens ,  au  résultat  du  n*  2c5  du 
même  volume. 

On  peut  encore  trom'er  les  racines  égales,  en  consi- 
dérant qu'une  équation  qui  a  deux  racines  égales  est 
nécessairement  divisible  par  un  facteur  de  la  forme 

par  un  facteur  de  la  forme 

x^  —  ^Ax^-\-oa?x'' —  ài^y 
si  elle  a  trois  racines  égales,  et  ainsi  de  suite. 

On  panicnt  à  un  résultat  plus  élégant  et  plus  gé- 
néral, en  cherchant  ce  que  devient  alors  la  fonction 
désignée  par  (^)  dans  le  n*  4- 

Si  l'équation  proposée  est  de  la  forme 

{x—<iY{x-by{x—cy X(>r— g)(-c— /2)=o, 

c'est-à-dire  ,  si  elle  a  n  racines  égales  à.  a,  p  égales  à  b  » 
q  égales  à  c,  etc.  la  fonction  (^A)^  qui  exprime  la  somme 
des  divers  quotiens  qu'on  obtient  en  divisant  l'équation 
proposée  par  chacun  de  ses  facteurs  du  premier  degré, 
devient  visiblement  égale  à 

n(^v—ay-'{x--by     {x--cy .....  Gr— ^) {x—h) 

^p{.x-^y   (x—by-'^x—cy (x— ^) (x—h) 

-i-q(^x-^ay    ix-by  ^x-cy-\ . .  {x-gyx-h) 

4-  {x—ay   {x—by    (ix—cy ç-c—h) 

^  {x—ay   (x—by    {x—cy (x— -) , 

€n  observant  que  les  facteurs  égaux  donnent  1g  même 
quotient,  répété  un  nombre  de  fois  égal  à  leur  degré  de 
multiplicité;  et  on  reconnait  à  l'inspection  de  cette  quan- 
tité, que  tous  ses  termes ,  ont  pour  facteur  commun  ^  le 
produit 

(x—ay-'  (^x—by-'   (x— c)^-^ 
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JVIais  si  l'on  substitue  dans  l'expression  de  la  fonction 
{J)  les  valeurs  trouvées  pour  les  coefTiciens  qui  y  multi- 
plient les  diverses  puissances  de  x,  elle  deviendra  alors 

mx"^-'  -f  (m— i)  Px'^-^  -}-  (m— 2)  Çx'"-^ +  7"; 

il  suit  donc  àe-\k  que,  quand  la  proposée  aura  la  forme 
qu'on  lui  a  supposée  plus  haut ,  les  deux  quantités 

x^  -I-  Px'"-'  -f-  ÇjT'"-^ ^Tx^U, 

m  x'"—  -t-  (7n— 1)  Pa:'"-=4-(m— 2)  Çx""--' -f  T 

auront  pour  diviseur  commun  le  produit 

{x  —  ay-'  {x^by-'   (or— c)?-» 

qui  renferme  tous  les  facteurs  égaux ,  élevés  à  un  degré 
moindre  d'une  unité  que  dans  l'équation  proposée. 
42.  L'équation 

x^  -f-  px'^  -f-  (J^^  +  ^-^^  +  cjx'-  -f-pjc  -f-  1  =  o 
offre  un  exemple  du  cas  où  la  forme  même  de  l'équa- 
tion   proposée   fait   découvrir   une   relation   entre    ses 

racines.  Elle  demeure  la  même  lorsqu'on  y  écrit-  au 

lieu  de  :r ,  et  se  trouve  seulement  écrite  dans  un  ordre 
inverse;  il  faut  donc  conclure  de-là  que  si  a  est  une  de 

ses  racines,  -  en  est  une  autre.  En  nommante  une  racine 
a 

différente  des  deux  'précédentes ,   elle  aura  encore  une 

correspondante  -  :  et  enfin  e  étant  une  racine  distincte 
c 

des    quatre    que    je    viens   d'indiquer ,    donnera   une 

sixième  racine  -.  On  voit  par-là  que  si  on  désigne  par 

a,  b,  c,  d,  eyf,]e^  six  racines  de  la  proposée,  on  aura 
entre  elles  les  relations  suivantes  : 

b=i,       d=l,      /-i. 
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Cil         ah-=.\  ,  cdz=z\  ^  rf^^^  1  • 

Il  n'est  pas  nécessaire  d'emple^yer  ici  le  procédé  du 
n°  38  ;  car  il  est  évident  qu'en  combinant  chacune  des 
racines  a,  c  ,e,  avec  sa  correspondante,  pour  en  fornier 
un  fiicteur  du  second  degré  de  la  proposée,  on  aura  ces 
trois  facteurs  : 


■-(.4-i)x4-x 
-(c+i)x+z 
'^Çe+iyr  +  i 


dans  lesquels  il  n'y  a  d'inconnu  que  le  coefficient  du 
second  terme.  Si  donc  on  le  désigne  par  z,  la  quantité 
z  ne  dépendra  que  d'une  équation  du  troisième  degré, 

dont  les  racines  seront  a -| — ,  c  ~\ — ,  e -\ — .   Quoique 

a  c  e      ^       ^ 

ce?  fonctions  ne  paraissent  pas  d'abord  renfermer  toutes 

les  permutations  que  leur  forme  permet  de  faire  entre 

les  racines ,  il  est  facile  de  s'assurer  que  celles  qu'on 

néglige  n'en  sont  que  des  répétiticuis.  En  effet,  en  ne 

supposant  aucune  relation  enti'e  c,  b ^  c,  dy  e^fy  on 

aurait 

ace 
mais  puisque  dans  rh}'pothèse  établie 

eî    onctionsdelaseconde ligne  sontles  mêmes  que  celles 

4 
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de  la  première,  etpar  conséquent  l'équation  du  sixième 
degré,  qui  donnerait  ces  six  fonctions  pour  le  cas  géné- 
ral, doit  s'abaisser  ici  au  troisième  degré. 

43.  On  peut  former  cette  dernière  très-simplement, 
en  divisant  par  x'^  tous  les  termes  de  l'équation  proposée 

x^ -^px^-^qx^-^-rx^-^qx^ '\-px-\-  1=0, 

€t  en  réunissant  ceux  qui  sont  également  éloignés  des 
extrêmes,  ainsi  qu'on  le  voit  ci-dessous  : 

Maintenant  si  l'on  fait  x  ^ — ,^=  ^  >  °^  ^^^^ 

ou  X*  -f-  2  -}-—;=:  Z*, 

dont  on  tirera 

1  .    V 


X*  + 


x-" 


puis 


.3__^5^ 


ce  qui  donnera 

et  mettant  z  au  lieu  àe  x  -}-  -,  il  viendra 


X 
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Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation 

=^'+^  +p(-^'  +^)  +  9  (^  +  2)  +  r  =  o  , 

on  trouvera 

Lorsqu'on  aura  détprminé  z  par  cette  équation  ,  il  ne 
récitera  plus,  pour  obtenir  les  râriups  de  la  proposée  , 
qu'à  résoudre  les  trois  équations  du  second  degré 

dans  lesquelles  z\  z"  ,  z'"  ^  représentent  les  trois  valeuva 
de  :3  _,  et  qui  se  déduisent  de  x  --l —   -z 

Les  remai'ques  précédentes ,  sur  l'équation 

conviennent  à  toutes  les  équations  dans  lesquelles  les 
termes  placés  à  égale  distance  du  premier  et  du  dernier  , 
ont  les  mêmes  coeiTiciens  ,  et  qu'on  appelle  équations 
réciproques ,  parce  qu'elles  ne  changent  pas  lorsqu'on  y 

substitue  -  au  lieu  de  x. 

X 

^.  Soit  l'équation  5  énérale  d'un  degi'é  pair 

x^'"-i-px^'"-^-f  qfx*'"-* -l-^/a^-fpx  4-1  =  0; 

on  la  divisera  par  x"* ,  et  réunissant  les  termes  également 
éloignés  des  extrême*,  on  aura 
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On  fera  encore  jc-f-  -  ^=.z^  et  il  ne  s'agira  plus  que  d'en 


1 

X. 

déduire  succeagivement 


Or,  en  rapprochant  les  résultats  déià  trouvés,  et  calcu- 
lant de  la  même  manière  quelques-uns  de  ceux  qui  viea^ 
nent  après ,  on  trouvera 

X  A =  z 

X 

et  poussant  ce  tableau  aussi  loin  qu'il  sera  nécessaire, 
on  reconnaîtra  ,  d'après  la  loi  des  expressions  qu'il 
renferme,  que 

X"  A •::=:*■ Z^~^A ^^ Iz,"-^ i^ -Ll_i _^  z,"' 

X"  l  1.2  1,2.3 

77(;z-5)(n-.6)  (;i  — 7)^^_^       ^^^ 

1.2.3.4 
Il  est  évident  par-là  que  l'équation  proposée  du  degré 
2  m  sera  ramenée  au  degré  m. 

Si   elle    était   d'un    degré   impair,    qu'on  eût,   par 
exemple  , 

x^  -^ p  x^  -j-  q  js^ -j-  q x^ -^p X  -j-  1=0, 
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on  IVcrirait  comme  il  '^ait  : 

a- -f  1  4- p  a:  (  x^ -f  1  )  +  ^  .L- (  X  +  1  )  rr:  0 , 

ce  qui  ferait  voir  qu'elle  serait  divisible  par  a: -f  1  ;  et  la 
division  faite,  on  aurait  pour  quotient 

a:^4-(p—i)x^— (p-_^_-i)x»-f-(p— 0x4.  1=0, 

L-quation  réciproque  du  quatrième  degré. 

Il  sera  facile  d'opérer  sur  toute  équation  réciproque 
de  degré  impair,  comme  sur  celle  du  cinquième  degré, 

45.  Ce  qui  précède  s'applique  à  l'équation 

^m_,  ^ym-.  ^ym-3 ^y^  ^y  ^  ,  =,  o  , 

déduite  de'l' équation^"' —  1  =ro  divisée  par  j' —  1 ,  et 
qui  renferme  les  m —  1  racines  de  l'unité,  différentes 
de  1  (^Elém.  iSg  ).  Il  y  a  deux  casa  examiner,  savoir  : 
celui  où  l'exposant  est  pair,  et  celui  où  il  est  impair. 

Dans  le  premier,  le  nombre  m  —  1  étant  impair  , 
l'équation  y"^''"^  H"^'"~^  "f"  ^*^'  ^=^  °  ^^^  divisible  par 
r  -}-  1  ,  et  donne  pour  quotient  une  équation  réciproque 
du  degré  m  —  2 ,  laquelle  se  ramène  à  une  équation  en  z 

du  degré  .  On  peut  aussi  parvenir  immédiatement 

à  l'équation  du  degré  m  —  2  en  j',  en  observant  que, 
puisque  la  puissance  m  est  paire,  on  peut  satisfaire  à 
l'équation  y^ —  1=0  en  faisant  j  =  ±:  1  ,  et  que  par 
conséquent  cette  équation  est  divisible  par 

Lorsque  m  est  impair ,   l'équation 

ym— I  _i_  j'"'— »  4.  etc.  ==:  o  est  réciproque  et  de  de- 
gré pair;  et  on  en  tire  une  équation  en  z  du  degré 
m  —  1 
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Il  ?nitde-là  qu'on  peut ,  dans Tetat  actuel  de  l' Analyse, 
trouver,  par  la  résolution  des  équations,  toutes  les  ra- 
cines de  l'équation  y^  —  i  =o,  lorsque  m  ne  surpasse 
pas  lo;  car  l'équation  y''  —  i  =o  peut  se  diviser  par 
y^ —  1  ,  et  l'équation  du  huitième  degré  qui  en  résulte 
se  ramène  au  quatrième-,  mais  l'équation  ^"  —  1=0 
n'étant  divisiule  que  par  jy — 1  ,  conduit  à  une  équation 
réciproque  du  dixième  degré,  qui  ne  peut  se  ramener 
qu'au  cinquième  ("*'). 

Il  est  à  propos  de  remarquer  que  l'on  aura  toutes  les 
racines  de  l'équation j)/"'" — i:r:=o,  les  nombres  m  et  ii 
étant  premiers  entre  eux, si  on  connaît  celles  des  équations 
j''"  —  1  =  0  et  jy"  —  1  =  0;  car  en  supposant  jy'"  --—  x  , 
l'équation  proposée  se  changera  en  x"  —  .1=0  ;  et  dési- 
gnant par  a  l'une  quelconque  des  racines  de  cette  der- 
rière, on  aura 

résultat  auquel  on  donnera  la  forme  P —  1  ==  o ,  en  fai- 

m 

Peint  3=  f  \/a. 

M.  Gauss,  dans  un  ouvrage  très-remarquable,  inti- 
tulé: Disquisitiones  y^riihmeticœ,  a  fait  voir  que  toute 
équation  à  deux  tomes  y  dont  l'exposant  est  un  nombre 
premier  ,  peut  être  décomposée  rationnellement  en 
d'autres  équations  dont  les  degrés  sont  marqués  par 
les  facteurs  premiers  du  nombre  qui  précède  d'une  unité 
ce  nombre  premier.  Ce  théorème  ramène ,  par  exemple  , 
la  résolution  de  l'équation  x^''  —  1  7=:  o  à  celle  de 
q-ûatre  équations  du  deuxième  degré ,  et  celle  de  l'é— 


(*)  Laconsidcration  des  proprk'tc's  du  cercle  donne  ,  pour  toiîs  les 
tlygrcs,  des  expressions  des  racines  de  Punitc,  qu'on  trouvera  dans- 
mon  Traité  du  Calcul  différentiel  ei  du  Calcul  intégral. 
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quation  x'i"  —  i  ^rro,  à  celle  de  deux  équations  du 
troisième  degré  et  d  une  du  second  ;  mais  pour  le  dé- 
montrer il  faut  recourir  à  des  propriétés  des  nombres, 
que  je  ne  pourrai  faire  connaître  qu'à  la  fin  de  cet 
ouvrage. 

4D .  Les  relations  g  ^  =ri  ,  c  c?  =  i  ,  ef^=  i  ,  qu'eu 
avait  dans  l'exemple  du  n"  4^,  peuvent  être  regardées 
comme  une  seule  et  unique  équation  commune  aux  trois 
couples  de  racines  a  et  è,  c  etc?^  e  etf]  et  si,  au  lieu  de 
celle-là,  on  en  avait  eu  une  autre  quelconque  entre  ces 
mêmes  racines ,  l'abaissement  se  serait  effectué  par  un 
procède  analogue  à  celui  du  numéro  cité. 

5oit  en  effet  une  équation  de  degré  pair 

et  telle  qu'on  ait  entre  deux  de  ses  racines  a  et  ^ ,  une 
équation  quelconque  ,  commune-  avec  les  couples  c  et 
d,  e  et  y,  etc.  Si  on  fait  a-{-  b  •==:z'  j  et  qu'à  la  place  de 
b  on  substitue  sa  valeur  z'  —  a  dans  l'équation  donnée 
entre  aetb,  on  pourra  éliminer  a  de  cette  dernière  , 
au  moyen  de  l'équation 

a^n  ^  p  ^^n-i  _|_  Qa^rt-% -f-  r~o, 

et  l'équation  résultante  sera  celle  qui  doit  donner  z'.  En 
faisant  c-|-c?=:;3",  e -{-/—: 2"^,  etc.  il  est  aisé  de  voir 
qu'on  doit  trouver  pour  2.^  ,  2,*,  etc.  la  même  équation 
que  pour  z' ,  et  que  par  conséquent  z' ,  z" ,  z"  ,  etc.  sont 
les  racines  de  l'équation  en  z  ,  qui  montera  au  degré  n, 
puisqu'il  y  an  couples  de  racines  qui  remplissent  la  con- 
dition donnée.    -  . . 

Lorsqu'on  connaîtra  z  ,  on  aura  le  deuxième  terme 
du  facteur  du  second  degré ,  formé  avec  les  racines  a 
et  b  de  la  proposée ,  et  qui  est 

x"" —  (a-^-  b)  X  -\-ab  ou  x* — z'  x  -j-ab^ 
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puis  pour  obtenir  a  b ,  que  je  représenterai  par  q  ,  on 
divisera  l'équation  proposée  par  x*  — z'  x^q  ,tt  quand 
on  sera  pan  enu  au  reste  ,  on  égaiera  séparément  à  zéro 
la  partie  de  ce  reste  qui  multiplie  x  et  celle  qui  en  est 
indépendante  ;  on  se  procurera  ainsi  deux  équations  qui , 
ne  renfermant  que  la  seule  inconnue  q ,  doivent  néces- 
sairement avoir  un  diviseur  commun,  dont  on  tirera  la 
valeur  de  cette  inconnue. 

Si  le  précédé  particulier  qu'on  aurait  jugé  à  propos 
d'employer  pour  l'élimination  ,  avait,  en  faisant  monter 
l'équation  finale  plus  haut  que  le  degré  n  ,  introduit  un 
facteur  inutile  (  Elem.  196  )  ,  la  véritable  équation  serait 
alors  le  diviseur  commun  de  l'équation  dont  on  vient 
de  parler  et  de  l'équation  qu'on  obtiendrait  en  formant 
à  priori  celle  d'où  dépendent  les  sommes  a-f"^j  o.-]-c^  etc. 
de  deux  quelconques  des  racines  de  la  proposée,  parmi 
lesquelles  se  trouveront  nécessairement  comprises  les 
ijmmes  des  couples  a  et  b ,  c  et  d,  etc. 

4."/.  On  étendra  facilement  ce  qui  vient  d'être  dit  pour 
le  cas  des  racines  de  l'équation,  combinées  par  couples, 
à  celui  où  elles  seraient  combinées  trois  à  trois ,  dans  un 
ordre  particulier.  Si  l'équation  proposée  était  du  degré 
3  n ,  et  qu'on  eût ,  pai'  exemple ,  une  relation  quelconque 
entre  les  trois  racines  a,  Z?  et  c ,  qui  subsistât  aussi  entre 
d,  e  etfy  et  ainsi  de  suite  ,  on  ferait  a-^b  -}-  c^=z,  et 
mettant  pour  c  sa  valeur  s  — c — b  dans  l'équation  qui 
exprime  la  relation  donnée ,  on  éliminerait  ensuite  aot  b 
'^u  moyen  des  équations. 

rr^'* -f- P  a^"-^ -f- Ç  a^"-» -f-L'=o, 

résultantes  de  la  substitution  de  a  et  de  b  au  lieu  de  x 
dans  la  proposée  :  l'équation  finale  en  z  contiendrait 
t Dutf  s  le»  valeurs  des  sommes  a -f-^-f~^;  ^"h^~h/;  ^^^' 
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dont  le  nombre  est  n.  Considérant  ensuite  le  facteur 
x^ — (  a-\-b  -\-c')ju^-{-  (^ab-j-ac-\-bc)  x — a  b  c,  formé 
par  les  trois  racines  a,  b ,  c,  et  mettant  z  au  lieu  de 
a-j~b-}-c ,  ij  au  lieu  de  gZ>  -f-  a  c -f-i>  c^  et  r  pouraZ>  c , 
il  viendrait 

x^ —  zx^  -\-q  X  —  r\ 

ce  facteur  devrait  diviser  exactement  la  proposée  si  q  et 
r  étaient  connus.  En  égalant  donc  â  zéro  le  reste  qu'il 
laisse  lorsqu'on  l'emploie  dans  l'ttat  actuel,  et  qui  ren- 
ferme trois  parties ,  dont  la  première  est  afïectee  de  x^ , 
la  seconde  de  x,  et  la  troisième  est  sans  or,  on  aurait 
entre  les  deux  inconnues  q  et  r  trois  équations  ;  et  par 
l'élimination  on  parviendrait  à  deux  équations  finale» 
entre  la  même  inconnue  r  :  le  diviseur  commun  de  ces 
équations  donnerait  7". 

Il  y  aurait  beaucoup  de  remarques  importantes  à  faire 
sur  cette  partie  de  la  théorie  des  équations;  mais  je  ne 
puis  m'arreter  ici.  J'observerai  seulement  que  l'abais- 
sement a  lieu,  en  général,  lorsqu'on  obtient  entre 
les  inconnues  d'un  problème  possible,  plus  d'équa- 
tions qu'il  ne  renferme  d'inconnues ,  ce  à  quoi  l'on  par- 
vient souvent  en  considérant  le  problème  proposé  sous 
plusieurs  faces  ;  on  trouve  alors  entre  une  même  inconnue 
deux  équations  finales ,  qui ,  devant  s'accorder  entre  elles, 
ont  un  diviseur  commun  duquel  on  tire  la  solution  la 
plus  simple  dont  le  problême  proposé  soit  susceptible. 

48.  Toute  équation  qui  peut  se  décomposer  en  deux 
facteurs  ,  s'abaisse  nécessairement  par  ce  moyen  ;  il 
est  donc  utile  de  savoir  reconnaître  quand  cette  dé- 
composition peut  s'effectuer.  Le  procédé  indicpaé  dans 
le  Jiuméro  210  des  ElémenSy  et  deià  rappelé  plus  hant, 
éufTit   pour    obtenir  l'équation  finale  de  laquelle  doit 
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dépendre  la  décomposition  d'une  autre  en  deux  facteurs 

de  degi'és  donnés  ,  mais  je  vais  revenir  sur  cette  recher- 
che ,  par  une  méthode  plus  suiiple  ,  fondée  sur  les 
considérations  du  numéro  i85  des  Elemens. 

Soient  et,  /2,  5/,  les  trois  racines  de  Téquation 

tlle  sera  nécessairement  le  produit  des  facteurs  x — a  , 
X — ^,  et  X — y.  Si  on  la  décompose  en  deux  facteurs 
x'^-{-Ax-{-£  etx-^j4\  il  eiit  évident  que  le  premier 
doit  comprendre  deux  quelconques  des  facteurs  rappor- 
tés ci-dessus ,  et  que  x-j-A',  est  identique  avec  celui  qui 
reste.  Maison  peut  combiner  les  facteurs  x — et,  x — S  , 
X — y  deux  à  deux  de  trois  manières  différentes  ;  ainsi 
l'équation  proposée  pourra  subir  trois  décompositions 
distinctes;  et  comme  rien  n'indique  celle  qu'on  cherche 
en  particulier  _,  elles  doivent  se  trouver  comprises  toutes 
dans  le  résultat  qu'on  obtiendra. 

Si  on  multiplie  l'un  par  l'autre  les  facteurs  x*-f-^-t:+^ 
etx  -{-  A' ,  et  que  l'on  compare  le  produit  à  la  proposée , 
on  trouvera ,  pour  déterminer  les  coefïiciens  A,  B  et  u4\ 
les  équations 

_A-UA'^P,  B-\-AA'=:Q  etA'B  —  R. 

Quelles  que  soient  parmi  les  inconnues  A ,  A'  et  B  ,  les 
deux  qu'on  élimine ,  on  arrivera  à  une  équation  finale 
du  troisième  degré. 

Cette  dernière  peut  aussi  s'obtenir  à  przo77  ;  car  si  c'est 
A'  qu'on  cherche  ,  la  question  revient  à  trouver  l'une  des 
racines  de  la  proposée  ,  puisque  x-j-A'z=o  donne 
îcirr: — A'  \  OU  doit  donc  rencontrer  pour  équation  finale 
celle  qu'on  obtiendrait  en  changeant  x  en  A'  dans  la 
proposée  ;  si  c'est  A  qu'on  cKerçJie^  ce  coefficient ,  dé- 
pendant 
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pendant  de  la  somme  de  deux  quelconques  des  racines 
de  la  proposée,  a  nécessairement  trois  valeurs  ,  qui  sont 
—  (*-f  .5),  -^(^A-\-y),  — .(.5-f  ^),  et  par  consé- 
quent il  est  égala — s-dans  l'equatidndunumeroj.  Pour 
parvenir  à  l'équation  en  ^  ,  il  faut  observer  que  B  est 
le  produit  de  deux  quelconques  des  racines  de  la  pro- 
posée ,  et  qu'ainsi  B  a  trois  valeurs,  savoir  :  a,(6j  cty^  /2^; 
multipliant  donc  entre  eux  les  trois  facteurs  B  —  et  5, 
B —  Ay ,  B — l^y,  et  chassant  le^  lettres  ci  ^  ^^  y^  on 
aura  l'équation  demand.  e.  De  quelque  manière  qu'on 
opère,  on  n'obtient  dans  ce  cas  qu'une  équation  du 
troisième  degré  ,  aussi  difficile  à  résoudre  que  la  pro- 
posée. 

49.  Soit  maintenant  l'équation  du  quatiième  degré 
oc^  -i-  Px^  +  Q.v-  -f-  Rx  4-5  =  0, 

ayant  pour  racines  «t,  /S  ,  >  et  /  ;  la  décomposer  en  deux 
facteurs  af  -f-  Ax  -f-  B  et  x"-  -\-  A' x  -\-  B\  c'est  com- 
biner deux  quelconques  des  quatre  facteurs  x  —  st , 
X  —  (S ,  x  —  y  ^  oc  —  '  ,  ce  qui  peut  se  faire  de  six  ma- 
nières différentes.  Aussi ,  en  cherchant  à  déterminer  par 
la  comparaison  du  produit  des  facteurs  x^  4"  Ax  -|-  B 
et  x^  4-  '^'-^  -f-  ^' y  ^^"^c  la  proposée,  les  coefficiens  A, 
B  j  A'  e.t  B\  trouve-t-on,  après  l'élimination  de  trois 
quelconques  d'entre  eux,  que  l'équation  finale  d'où  dé- 
pend le  quatrième  est  du  sixième  degré. 

En  effet,  le  produit 

0,44- (^^4-^')  X'  4-  (/i  4-.^^'4-i?')  x^ 

4_  (^A'  B  4-  AB'  )  X  4-  /?  B\ 


compare 

term 

e  a  terme  avec 

x^ 

4-  Px-  4-  Ox-^ 

_L. 

Rx 

JL 

S, 

2. 

G 
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donne  les 

équations 

A-j.A'  =  P, 

B-^AA'-^B'^Q, 

[A'B  •i-AB'=.R, 

BB'  z=S. 

On  tire  de  la  seconde  et  de  la  troisième 

^       A{Q^AA')—R 

^                  A^A' 

n-^A\q^AA'-) 

A  —  A' 
Mais  la  première  donnant  A'  ^=-  P  —  A  ^  on  aura 

^(Q-^(P-^))-/î   . 

r'      fi-(P-^)('?-^(P-^». 
£=, ___ , 

et  substituant  ces  valeurs  dans  la  quatrième ,  on  obtien- 
dra, après  les  réductions , 

4.(2pa  q^PRj^  Q^^/^s^A'^-^PiPR^  Q^'-4S)A  \  (R) .. 

^PQR^p^S—R^=zO  s 

Cette  équation  pourrait  aussi  se  déduire  immédiatement 
de  la  formation  des  coelïïciens  A ,  A' y  B ,  B' ,  au  moyen 
des  racines  de  la  proposée, 

Aj  par  exemple ,  étant  la  somme  de  deux  quelconques 

des  racines  et,  /S,  ^,  cT,  a  les  six  valeurs  suivantes: 

i 

— («+^)>  -(«  +  >).  -i'^  +  n. 
-((3+>).  -i^+n,  -iy+n- 
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^  ena  pareillement  six,  qui  sont 

a/S,     cty,     ctcT, 

^y.     ^^,      ^cT; 
et  les  équations  qui  doivent  donner  A  et  B  se  formeront 
comme  il  a  été  indiqué  dans  le  numéro  7.  Il  est  facile  de 
voir  que  les  équations  en  A'  et  B'  seraient  semblables 
aux  équations  en  A  et  B, 

Au  reste;,  quand  ^  et  ^  sont  connus,  on  a 
A'^P^A) 

Il  est  remarquable  que  la  supposition  de  P  =  o  fait 
disparaître  tous  les  termes  affectés  des  puissances  im- 
paires de  A ,  dans  l'équation  (R) ,  qui  par-là  devient 
résoluble  à  la  manière  de  celles  du  troisième  degré.  Les 
commençans  verront  sans  doute  avec  plaisir  la  cause  de 
cette  simplification. 

L'équation  proposée  se  réduisant  alors  à 

ou  étant  sans  second  terme ,  il  faut  que  la  somme  de 
ses  racines,  tant  positives  que  négatives,  soit  nulle; 
c'est-à-dire ,  que  la  somme  des  unes  soit  égale  à  celle 
des  auU-es,  abstraction  faite  du  signe  ;  on  aura  donc 

d'où  on  voit  que 

et  que  par  conséquent ,  dans  cette  hypothèse,  trois  des 
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valeurs  de  A  sont  respectivement  égales  aux  trois  autres 
prises  avec  un  signe  contraire.  Il  faut  donc  que  l'équa- 
tion en  A  soit  de  la  forme 

A^  -\-hA^  -h  dA"^  -f-/=  o  {Elëm.  208). 

5o.  Sans  supposer  P  3=0  dans  l'équation  (Jx),  il  suffit 

d'en  faire  disparaître  le  second  terme;  tous  ceux  de 

degré  impair  disparaîtront  en  même  temps,  ce  qui  la 

rendra  encore  résoluble  à  la  manière  du  troisième  degré. 

En  effet  le  coefficient  du  second  terme  de  cette  équa- 
tion étant  la  somme  des  valeurs  de  A  prises  avec  un 
signe  contraire ,  sera  .  d'après  ce  qui  précède ,  égal  à 

(3ct-f-3iS  +  S^-  +  3J')  ouà  — 3P, 

et  pour  faire  disparaître  le  second  terme  ,  on  fera 

A~A"'\-?-{Elem.  209), 

d'où  A":=A—--\ 

2 

mettant  pour  P  sa  valeur,  et  substituant  successivement 
chacune  de  celles  que  doit  avoir  A ,  on  trou\Lera  ces 
résultats  : 

2t  2 

-(«  +  >)  H —■ =— -^ ^(2) 

_  (^  +  ^)  +  i±A±z+i = î±£=±ii?r  (5) 
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parmi  lesquels  ceux  qui  sont  suivis  des  mêmes  chiffres 
ne  diffèrent  que  par  le  signe.  Les  six  valeurs  de  A"  seront 
donc  deux  à  deux  égales  et  de  signes  contraires,  et  par 
conséquent  l'équation  eu  A"  ne  renfermera  aucune  puis- 
sance impaire  de  cette  inconnue. 

L'équation  qui  donnerait  B  serait ,  dans  toutes  les 
hypothèses  ,  du  sixième  degré  et  complète. 

On  voit  par  ce  qui  précède  que  l'équation  du  4*"  degré 
peut  toujours  s'abaisser  à  une  du  second  ,  au  moyen  d© 
la  résolution  d'une  du  ti'oisième.  Les  coefïiciens  des  fac- 
teurs x^ -{- A  X -{-  B  Gt  x""  -{-  A'x  -f  B' ,  étant  détermi- 
nés, la  résolution  de  ces  facteurs,  considérés  comme 
équations  du  second  degré ,  donnera  les  racines  de  la 
proposée  :  voilà  donc  une  méthode  propre  à  résoudre  les 
équations  du  quatrième  degré,  et  c'est  en  effet  celle  que 
Descartes  adonnée  ;  mais  elle  est  particulière  à  ce  degré. 
Son  succès  tient  aux  circonstances  que  nous  venons  de 
faire  connaître  d'après  Lagrange ,  et  qui  n'ont  lieu  que 
dans  le  quatrièm.e  degré.  Les  considérations  indiquées 
dans  le  n-  \^j^  des  Elémens  ,  combinées  avec  celle  du 
n""  7  et  des  précédens ,  font  voir  qu'elle  ne  peut  s'appli- 
quer aux  degrés  plus  élevés. 

5i.  Ce  qui  précède  ramène  encore  à  la  possibi- 
lité de  décomposer  toute  équation  du  quatrième  degré 
dont  les  coefïiciens  sont  réels ,  en  deux  facteurs  réels 
du  second ,  mais  par  un  chemin  qui  présenté  quelques 
circonstances  remarquables.  Je  suppose,  pour  simplifier 
les  calculs,  qu'on  ait  fait  disparaître  le  second  terme  de 
cette  équation;  féquation  (H)  devenant  - 

A^  -{•  2.QA-^-\-  (Q^  — 4^)  A'-^-R^  —  oiE!), 

son  dernier  terme  sera  essentiellement  négatif  ;  elle  aura 
donc  deux  racines  réelles ,  l'une  positive  et  l'autre  né^^a- 

5 
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tive  (Elém.  2i4).  X'expression  de  B ,  trouvée  dans  le 
numéro  précédent,  réduite  à 

donnera  nécessairement  une  valeur  réelle  pour  5,  et  les 
équations 

A'z=P^A    ou    A'^  —  A,    et    B' ■=^% 

B 

en  donneront  aussi  de  réelles  pour  A'  et  B'  \  ainsi  les 
facteurs  supposés  seront  réels. 

Il  y  a  cependant  un  cas  particulier  où  on  ne  pourrait 
les  déterminer  par  les  formules  ci-dessus.  Ce  cas  répond 
à  i?  r=:  o  ;  on  a  alors 

^r=o     et     ^  =  ^, 

expression  indéterminée  (  Elém.  69  ).  L'expression 
générale  de  B  se  trouve  en  défaut  dans  ce  cas,  parce 
qu'à  une  même  valeur  de  ^,  il  en  correspond  deux 
de  B  (^Eîém.  191  ).  En  effet,  si  Ton  reprend  les  quatre 
équations  primitives,  entre  les  inconnues  A,  A\  B  et  B' ^ 
on  les  réduit  à 

A'-=o,     B^B'^zQ,     BB'  —  S, 

à  cause  de  ^  rr=  o  ,  de  P  :=  o  et  de  /î  =  o  ;  en  sorte 
que  B  et  -C'sontles  racines  de  l'équation  du  second  degré 

et  que  les  facteurs  sont  par  conséquent 


x'+lQ-^VhQ'S,    x^M\Q--VW'S', 
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en  les  déduirait  de  même  de  la  proposée  ,  qui  de\ient 

Ces  facteurs  seront  imaginaires  si  S,  étant  positive, 
sui-passe  \  Ç^  ;  mais  ils  conduisent  à  d'autres  facteurs 
réeb.  En  faisant,  pour  abréger, 

et  résolvant  ensuite  les  équations 

on  aura  les  quatre  facteurs  du  premier  degré 


[/^—a-^b  ^—1  )  X  -f  y/"— a-l-6  V-- 


5} 


^+         

cc^V^^a-'b   \/^^i  Sx^y/'—a-^-b  S/ 

dont  le  produit  forme  la  proposée.  Si  maintenant  on 
multiplie  entre  eux  ceux  de  la  première  ligne,  puis  ceux 
de  la  seconde ,  on  aura  deux  nouveaux  facteurs  du  se- 
cond degré, 


^'+[/'--û— z>  /:::::il  4-/'— û-f-è  v^^}  x 

x'^— [V^— a-Z;/^  -f-  V^—a-\-b  \/'^  ]  x 

-f  {/a'^-i-bi 
qui ,  d'après  le  n*  20  ,  reviennent  à 


^^  -_  ce  l/"— 2a-f-2  \/a'  +  b'  +  V/û'  -f-  ^% 

et  sont  par  conséquent  réels. 

On  voit  par-là  que  les  facteurs  du  second  degré  trou- 
vés en  premier  lieu,  n'étaient  imaginaires  que  par  l'effet 
d'une  combinaison  particulière  des  facteurs  du  premier. 

•    4 


104  COMPLÉMENT 

De  r évanouissement  des  radicaux;  de  la  manière  de 
foimer  une  équation  lorsqu'on  a  l'expression  de  sa 
racine. 

6'2.  Ontre  les  moyens  analogues  à  celui  dont  on  s'est 
servi  dans  le  n°  i8G  des  Élemens  ^  pour  faire  évanouir 
les  radicaux,  il  en  existe  un  autre  qu'il  est  bon  de  con- 
naître, et  qui  consiste  à  former  en  même  temps  toutes 
les  racines  de  l'équation  d'où  doit  dé|3endre  la  quantité 
proposée. 

Pour  prendre  d'abord  l'exemple  le  plus  simple,  soit 
:r  =:  ^  ^  ;  il  est  évident  que  puisqu'un  radical  quarré 
peut  être  affecté  indifféremment  du  signe  -f-  ou  du  signe 
— ,  on  doit  regarder  xr= —  \^  A  comme  la  seconde 
racine  de  l'équation  d'où  dépend  la  première.  Multi- 
pliant les  deux  facteurs  x —  \/  A  ^  x -\-  \/  A  ,  l'un 
par  l'autre,  et  égalant  le  produit  à  zéro,  on  trouvera 

07=^  —  ^  r=  O  , 
pourl'équation  rationnelle  àlaquelle  appaa'tientx^  \/  A. 

3   

Si  on  avait  x=  V^  _^ ,  on  mettraitsuccessivement  dans 
cette  équation  les  ti'ois  racines  cubiques  de  la  quantité 
A  (  Élém.  169  ),  et  faisant  pour  abréger 

il  viendrait 

s 3  3  

x:=2  \/  A ,         x=zcL  y'  A,         x~(6  s/  4, 
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ce  qui  donnerait  les  facteurs 

3   3    3    

x—yj^        x  —  ci\/ A,       x  —  B\/^i 


—A^A  I 


o. 


dont  le  produit  serait 

3    "j  3  

a:^—    {/  A  I   x'  -i-    et  \/  A' 

3 r  3 

^cty  A  t         -\-    (^  y/  A' 

Mais  puisque  i  ,  et  et  /2  sont  les  trois  racines  de  l'équa- 
tion^^ —  1  =  o,  qui  n'a  ni  second,  ni  troisième  terme, 
il  s'ensuit  que 

i+ct-f-i5— o,         rt-p'/S-pa5=o ,         iX*X^=a.-=i> 

et  que  par  conséquent  le  produit  ci-dessus  se  réduit  à 

x^  —  A  =  o , 

comme  on  devait  s'}-  attendre. 

53.  Je  passe  maintenant  à  l'expression 

3  3  

x:=]/  A-{-  \/B. 

Pour  obtenir  toutes  les  racines  de  l'équation  de  laquelle 

3    3   

doit  dépendre  la  quantité  {/  ^-f-\/  i>,  il  faut  combiner 
de  toutes  les  manières  possibles  les  diverses  expressions 
dont  sont  susceptibles  les  racines  cubiques  de  A  et  de  B. 
On  formera  ainsi  neuf  valeurs  de  x  ,  dont  on  tirera  les 
facteurs  suivans  : 
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a:—  v'^^—  v/:^,x— ^v^J—  v/ï^",^^  v/^— A  v^^, 

3  3_  3_3  3_  3    

s  3    _  3       _  3    _  S     __  3    

a;-_/îv/::?— /s/^",x— iSK'::^—  t/i>\a:—  V-^—^  v^'^ 

si  on  multiplie  ces  facteurs  entre  eux  ,  on  parviendra  à 
un  produit  qui  ne  renfermera  que  des  fonctions  symé- 
triques des  quantités  et  et  (S.  Ces  fonctions  s'obtiendront 
en  cherchant  par  les  formules  du  n®  i5,  les  sommes 
1  -\-  ar-\-^^  ^  i^a?-\-(P  des  puissances  des  racines  de 
réquationy"^ — i  =o-,  mais  ce  calcul  peut  s'effectuer 
d'une  manière  plus  simple ,  en  faisant  à  chaque  multipli- 
cation partielle  les  réductions  qui  se  présentent  en  vertu 
des  équations  i  -\- et -{- ^-mo ,  ct-j-iS-|-ct/2==:o,  «6/3=:  i  , 
rapportées  plus  haut,  et  en  observant  que  ct^rrriS  et 
^^=iet  :  l'opération  étant  finie ,  il  ne  restera  aucun 
terme  irrationnel. 

54.  Il  est  facile  de  voir  que  le  procédé  indiqué  ci- 
dessus  n'est  autre  chose  que  l'élimination  effectuée  par 
un  moyen  analogue  à  celui  du  n**  9.  En  effet,  ayant 
posé  les  équations àdeux  termes  t^ — A-^:=.o  ^  'v? — Br=iQ^ 
d'où  il  résulte  x — t  —  u=:o,  si  on  substitue  dans  cette 
dernière ,  au  lieu  de  zz  et  de  t ,  toutes  les  valeurs  que 
peuvent  avoir  ces  inconnues ,  et  qu'on  multiplie  entre 
eux  les  résultats ,  ils  seront  des  fonctions  symétriques 
des  racines  des  équations  1? — ^1=0,  1?  —  ^  =  0  ,  et 
pourront  par  conséquent  s'exprimer  d'une  manière  ra- 
tionnelle . 

En  commençant  par  éliminer  / ,  ce  qui  se  fera  en  mui- 
tipliant  entre  elles  les  trois  quantités 

3 3 3 

X — u — \/ A ,  X — u  —  ci\/Aj  X — u — '^V^ 
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qui  résultent   de  la  substitution  des  trois  racines  de 
l'équationi"^ — ^=o,dansx — t  —  u  =  o,  il  viendra 


(x— w)5_    y/jl(^x-^uy~\~  et 

3        \ 

— «  \/jÇ  +  /S  V 

résultat  qui  se  réduira  à 

Mettant  ensuite  ,  au  lieu  de  u  ,  ses  trois  valeurs 

il  viendra 

3    3    3    

développant  ces  quantités  ,  et  faisant  leur  produit  avec 
l'attention  de  réduire  toujours  les  fonctions  de  at  et  de,<?, 
d'après  les  relations  établies  dans  le  n°  précédent,  on 
retombera  encore  sur  le  même  résultat. 

Je  ne  rapporte  point  ici  le  calcul  qui  serait  asses 
long,  et  je  n'ai  un  peu  insisté  sur  la  méthode  que  parce 
qu'elle  a  l'avantage  de  faire  voir  à  priori  à  quel  degré 
doit  monter  l'équation  rationnelle  dont  on  a  la  racine. 

J'observerai  que  l'exemple  ci-dessus  peut  encore  être 
traité  d'une  manière  beaucoup  plus  simple ,  ainsi  qu'on 
l'a  fait  n°  20  ;    car  si  on  élève  au  cube  les  deux  membres 

r^  3 

de  l'équation  a:  r=  \/  A  -j-  y    B  ,  on  aura 
3    3   
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transposant  dans  le  premier  membre  les  termes  ^  et  Z?, 
il  viendra 


—  yi  —  B  —  5\/^'B-j-5\\/  An- 


mais 


donc  oc^—A—B=3x\/ÂB; 

cubant  les  deux  membres  de  cette  équation,  on  aura 

{x'^  —  A  —  By^2jABx\ 

résultat  rationnel  facile  à  développer/ 

55.  On  peut,  par  ce  qui  précède ,  trouver  le  facteur 
par  lequel  une  fonction  irrationnelle  proposée  étant 
multipliée,  il  en  résulte  un  produit  délivré  de  radicaux. 
En  effet,  si  on  forme  toutes  les  racines  de  l'équation 
d'où  dépend  l'expression  irrationnelle  proposée  ,  leur 
produit ,  abstraction  faite  de  son  signe ,  étant  égal  au 
dernier  terme  de  cette  équation,  sera  rationnel , -et  par 
conséquejit  le  produit  de  toutes  celles  qui  sont  diffé- 
rentes de  la  proposée  donnera  le  facteur  demandé. 


Ayant,  par  exemple,  x  ^=z  \/  A-\-\/  B;sï  on  fait  1 
produit  des  huit  autres  valeurs  de  a,  ce  produit  sera  te] 


Qu'étant  multiplié  par  \/  A-^ç-\/  B  ^  il  en  résultera  une 
quantité  rationnelle  égale  au  dernier  terme  de  l'équation 
linale  en  x,  pris  avec  un  signe  contraire. 

5o.  Euler  a3'-ant  remarqué  que  dans  les  équations  du 
deuxième  et  du  troisième  degré,  sans  second  terme ^  les 
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3    3    

racines  étaient  de  la  form  e  x  =  V^^,x==  \/  ^-\-\/  B, 
conjectura  que  celles  des  équations  du  quatrième  et  du 
cinquième  degré  pourraient  être  représentées  par 

4  44  5  5_3  5 

x=  y  T7+  \/B-\-  \/  Z\  X—  y  I7-f-  \/B-\-\/C^r  V^  A 

■4b 

et  qu'en  général  la  racine  de  l'équation  du  degré  n  serait 
de  la  forme 


:c=y  j-\-y  B-j-y  c^y  D^y  e+ , 

le  nombre  des  radicaux  étant  n  —  1. 

Après  avoir  mis  ainsi  en  évidence  dans  chaque  degré 
les  radicaux  de  ce  degré,  il  pensa  que  les  quantités 
A  y  By  C,  D ,  etc.  ne  pouvaient  renfermer  que  des  radi- 
caux d'un  degré  inférieur  ;  et  ne  dépendraient  par  con- 
séquent que  d'équations  d'un  degré  infériem*  à  la  pro- 
posée :  mais  une  obsenation  plus  attentive  de  la  forme 
des  racines  des  équations  du  troisième  et  du  quatrième 
degré,  et  la  difficulté  qu'il  éprouva  à  former  l'équation 
du  cinquième  ,  d'après  la  racine  qu'il  lui  supposait,  le 
déterminèrent  à  modifier  la  forme  de  cette  racine.  Il 
prit  la  loi  suivante  : 
2. 

2^  degré  x^=A  \/u 

3  _  

3'  x—A\/u-\-B\/u' 

4  _  4  4   

4'  x^Ay'u-^B  )/  u'-^cy  u' 

55  5  5  

5'  x=Ay^u-^By^  u'--\-Cy'  u'-^-Dy/u^ 

€t  en  cfénéral 


x~A\^u-^B\/u^-^C\^u^-\'Dy'u^+.,,-irM\/u^ 
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les  quantités  A  y  B ,  C ,  D.  .  .  M  et  u,  étant  indéter- 


minées. 

Les  formules  ci-dessus  contiennent  implicitement 
toutes  les  racines  de  l'équation  dont  elles  dépendent. 
Pourle  troisième  degré  par  exemple  ,  la  racine  cubique 
de  u  ayant  trois  expressions,  savoir  : 

s   _  3   _  3  _ 

V/zi,     ct{/u  ,     (îyuy 

son  quarré  en  aura  pareillement  trois ,  qui  seront 

3    3  3    

«t  on  en  formera  les  trois  racines  en  combinant  chacune 
de  ces  valeurs  avec  sa  correspondante,  ainsi  qu'il  suit  : 

3_  3    3_  3. 3_ 

a;=3^  \/u-^B \/u\oc=Act\/u-\-Bct' \/ u\x=A9> \/u-\-Bfi' 

Rien  n'est  plus  facile  maintenant  (7  et  iS)»  que  de 
former  l'équation  d'où  dérivent  les  racines  ci-dessus  , 
et  on  trouvera 

x^^5  ABux  —  A^U'^B^u^=zo, 

En  comparant  cette  résultante  avec 

il  vient 

p^-^ZABu,         q  —  —  A^u  —  B^u*. 

Comme  il  v  a  dans  ces  deux  équations  trois  indéter- 
minées ,  ^  ,^  et  u,  on  peut  s'en  donner  une  à  volonté. 

Euler  a  fait  A=.  1 ,  ce  qui  donne  B  = — ?£-.  Subbtituanî 
*  Ou 
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dans  l'expression  de  ^ ,  on  obtient 

,3 


et  par  conséquent 


d'où  U=-^7±lV/f7P'-f-49'- 

De  ^  =  —  A^u  —  ^^  z^^ ,  on  tire 
donc  enfin 


Ay^Z^^^-^lq^z  v/|,v  p'  4-  i  (/% 


Ces  expressions  donnent  pour  x  la  valeur  du  nf  16, 
Au  lieu  de  former  l'équation 

x^  —  3JBux-^A^u  —  B^'u''  =  Q. 

Cl  priori,  comme  je  l'ai  indiqué  ci -dessus,  Euler,' 
qui  connoissait  d'avance  le  résultat  auquel  il  devait  par- 
venir, se  sert  d'un  moyen  qui  peut  être  commode  dans 
beaucoup  d'occasions  ,  pour  reconnaître  si  une  expres- 
sion proposée  est  la  racine  d'une  équation  donnée.  Il 
sustitue  dans  l'équation  x"^  -j-  p  x  -j-  q  z=o ,  au  lieu  de 
X  et  de  37^,  les  valeurs 

J\/Z+B\/  u\  (-^  \/Z  +  B  [/IFy  ; 
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ce  qui  donne 

o  3 

+       p^\/"-f-         pB)/'lF-{-q 

3  3 

Pour  que  la  valeur  A  yu-\-B  \/'  v'^  convienne  à  tou* 
les  cas  de  l'tjquation  x^ -\-p  x -\- q  =zq  ^  il  faut  que 

l'équation  ci-dessus  puisse  avoir  lieu,  quand  même  \  u 

3    

et  \/ u^  seraient  des  quantités  irrationnelles  différentes. 
Il  suit  de-là  que  les  termes  rationnels  doivent  se  détruire 
à  part,  ainsi  que  les  termes  irrationnels  :  on  doit  donc 
avoir  séparément 

A^u-\-B'^u^-\-q~o,  3A'Bu-\-pJ=o,  3JB^u-\-pB=c  ; 

les  deux  dernières  équations  ne  sont  autres  que 

3  A  B  u-\-p=zo  ^  multiplié  d'abord  par  A  ,  et  ensuite 
par  B.  Ce  procédé  conduit ,  comme  on  voit ,  au  même 
résultat  que  le  précédent. 

67.  Je  ne  suivrai  point  Euler  dans  les  détails  de 
l'application  de  sa  méthode  au  quatrième  degré  ;  ]e 
me  bornerai  à  donner  l'expressio;!  des  racines  dans 
ce  cas  ,  et  pour  cela,  je  ferai  observer  que  les  racines 
de  l'équation  y^  —  1=0  sont 

^  =  1,     3'  =  — 1,     y  — 4-/— r,     j=:—  \/— T 

en  multipliant  par  ces  valeurs  la  quantité  V^w  ,  on  aura 
les  quatre  expressions  dont  elle  est  susceptible  ;  formant 
ensuite  leur  quarré  et  leur  cube ,  on  trouvera  les  diverses 

expressions 
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4  +   _. 

expressions  de  y W"  et  de  \/ u^ ,  et  combinant  ensemble 
les  résnltats  fournis  par  une  même  valeur  de  y ,  on  aura 

jc=      A\/u-\-B\/u''^C\/v} 


X^zz- 

4 

-Ay  L 

4 

i-\-B  y'i?- 

4 

Xr= 

aV~- 

4 

-1  .  yu^ 

4 

-Ci/— 

Vi? 

a'=r- 

-aV- 

4 
-1    .    \/u- 

4 

-f-c/HT 

V^^' 

L'équation  dont  on  vient  de  former  les  racines  étant  ob- 
tenue ,  on  la  comparera  à  x^-{-px^-\-qx-\-rz=o;  et 
comme  on  n'aura  encore  que  trois  équations,  on  pourra 
prendre  arbitrairement  l'une  des  quatre  indéterminées 
A ,  B  ,  C,  u.  Euler  fait  ici  i?  =  i  ,  et  parvient  par  c© 
moyen  à  une  équation  du  troisième  degré  en  u)  mais  s'il 
eût  fait  ii  =  1 ,  et  qu'il  eût  voulu  déterminer  B ,  il  serait 
tombé  sur  une  du  sixième ,  et  sur  une  du  vingt-quatrième^ 
s'il  avait  cherché  A  ou  C. 

58.  Euler  passe  ensuite  à  ia  formation  de  l'équation 
du  cinquième  degré.  Les  calculs  qu"ii  e^t  obligé  d'effec- 
tuer dans  cette  recherche  sont  beaucoup  trop  longs  pour 
trouver  place  ici;  cependant  sa  marche  esttiop  élégante 
pour  n'en  pas  donner  une  idée. 

En  désignant  par  ci,  iS,  y  et  i",  les  quatre  racines  de 
l'équation  y^  —  i  :=o  ,  autres  que  l'unité  ^  les  cinq  ex- 

5 

pressions  de    y"  u  seront 

5  5  5  5  5  _ 

\/Z,     et  y^  ,     /2  V^û ,     y  \/Z,     ^\/u', 

it  formant  leurs  puissances  ,  on  trouvera  que  les  racine? 
s  H 
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de  l'équation  du  cinquième  degré  sont 

5_  5  5  5  

5   _  5  5 5  

5     _  5  _  5    __                      5__ 

5  _  5  b  5   ^^ 

5  5  5  5 

Il  serait  très-long  de  former  par  la  multiplicatio]i 
l'équation  résultante  de  ces  cinq  racines  ;  mais  on  aura 
(8)  ces  valeurs 

p=-s., 


j^_.    PS^-hQS^  +  s, 


etc. 

Si  donc  on  fait  successivement  la  somme  des  cinq 
valeurs  de  x ,  celles  de  leurs  secondes ,  troisièmes  , 
quatrièmes  et  cinquièmes  puissances,  on  en  déduira  les 
coefïiciens  P,  Q  j  R,  et  T,  de  l'équation 

x^  -\-  P x^-i-  Q x^  -i- Rx^  +  S x-i-  T=:o  , 

qui  renferme  ces  valeurs. 

En  prenant  d'abord  la  somme  des  premières  puis- 
sances ,  on  a 
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5 

S,=:Aii-i-ct   +!6  Jry  -i-^  )Vu 

5  _ 

5 

4-  Z)  (  1  +  .">  -f-  )S^  -f-  ;;.4  4-  ;4  )  ^'  z7+ 

expression  qui  se  réduit  à  zéro  (  i5  )  ,  ce  qui  fait  voir 
que  l'équation  cherchée  ne  doit  pas  avoir  de  second 
terme. 

On  trouverait  de  même  que  S^,  S3,  etc.  contiennent 
les  sommes  des  puissances  des  racines  1 ,  et ,  iS  ,  5/  et  cT , 
dttermintes  dans  le  n°  i5. 

59.  Pour  trouver,  d'après  le  procède  indiqué  dans  le 
ir'  54,  l'équation  dont  la  racine  e^t 

n  n  n  n  n 

x=A\/Z-yB{/u^-^C\/'û'\  Oy  a+ -^M\/ u"'^, 

n 

Qu  fera  \/  iLz=.y  ^  et  on  aura  à  éliminer^  entre  les  deux 
équations 

yn_UZ=0, 


X 


—  Ay~\-By^-\-  Cy^  -}-  Dy*'  . . .  -f-l/y"-', 


L'équation  finale  ne  montera  qu'au  degré  n,  et  n'aura 
point  de  second  terme  ;  en  la  comparant  terme  à  terme 
avec  la  formule  générale 

X*  -f-  P  x«^  +  Q  x"-"^ +  V~o, 

on  obtiendra  un  nombre  n  —  1  d'équations  ;  et  comme 
'y\  y  entrera  n  indéteniÛQ'éeé ,  J^  B^  C_,  etc.  u,  on 
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pourra  se  donner  une  de  ces  indéterminées  à  volonté.  Si 
on  fait,  par  exemple,  u=i  ,  on  tombe  sur  les  deux 
équations  auxiliaires 

J"*  — izrro, 
x=zjy^  By^  +  Cy  -f-Dy -\-My^-' 

employées  par  Bezout  dans  la  méthode  qu'il  a  proposée 
pour  résoudre  les  équations,  et  qui  revient,  ainsi  qu'on 
le  voit,  à  celle  d'Euler. 

Qo.  Pour'former,  par  l'une  ou  par  l'autre  des  méthodes 
exposées  ci-dessus,  l'équation  dont  on  a  la  racine,  on  ne 
rencontre  d'autre  difficulté  que  la  longueur  des  calculs  ; 
mais  lorsqu'on  cherche  à  déterminer  les  quantités 
A^  D ,  C .  .  .  .u  j  par  la  comparaison  du  résultat  avec 
l'équation  générale  du  degré  n ,  on  tombe  dans  une 
équation  finale,  ou  une  réduite ,  dont  le  degré  surpasse 
de  beaucoup  celui  de  la  première. 

Il  faudrait  examiner  si  cette  équation  finale  ne  con- 
tient pas  des  racines  inutiles  à  la  question ,  ou  si  elle  ne 
peut  pas  s'abaisser.  Lagrange  et  Yanderiiionde  ,  par  de» 
moyens  assez  différées  ,  se  sont  occupés  de  cette  re- 
cherche ,  et  ont  trouvé  qu'on  ne  pouvait  abaisser  qu'au 
sixième  degré  la  réduite  du  cinquième. 

C'est  une  question  qui  n'est  pas  encore  résolue,  que  de 
savoir  s'il  est  possible  ou  non  d'exprimer  la  racine  d'une 
équation  par  une  fonction  composée  d'un  nombre  limité 
d'expressions  radicaleS/d'un  degré  égal  ou  inférieur  à 
celui  de  la  proposée.  Si  l'aiTirmative  était  prouvée ,  il  ré- 
sulterait des  réflexions  que  Condorcet  a  faites  sur  cette 
matière  dans  le  tome  Y  des  Mémoires  de  Turin ,  que  l'on 
n  est  arrêté  dans  la  résolution  générale  des  équations  que 
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par  la  longueur  des  calcula  à  effectuer.  En  effet ,  si  la 
raçù^e  de  l'équation  du  degré  n  avait  la  forme 

H  n  n 


il  pourrait  amver  cjue  l'équation  qui  doit  donner  u4 
s'élevât  au-dessus  du  degré  n  ,  parce  que  la  valeur  de 
cette  quantité  serait  comprise  dans  celle  d'une  fonction 
busceptible  de  plus  de  n ,  formes  différentes  ,  par  les 
diverses  combinaisons  des  radicaux  d'un  degré  inférieur 
à  n  qui  s'y  trouveraient  contenus.  Si,  dans  ce  cas,  ^pou- 
vait être  ,  par  exemple  ,  de  la  forme 

n    n    

y4'+  V^' 

et  que  A'  fût  une  quantité  sans  radicaux  ,  ou  n'en  con- 
tenant au  plus  qu'un  du  second  degré,  l'écjuation  en  A' 
ser^ut  nécessairement  réductible  au  premier  ou  au.  second 
degré  ;  et  un  tel  abaissement  serait  facile  à  recon- 
naître. Si  A'  n'avait  pas  cette  forme  ,  mais  qu'il 
y  entrât  encore  des  radicaux  d'un  degré  n" ,  en  les 
mettant  en  évidence  et  raisonnant  comme  tout-à-l'heure , 
on  prouverait  la  possibilité  de  parvenir  à  une  équation 
du  premier  ou  du  second  degré  ,  par  rapport  à  l'une  des 
quantités  contenues  sous  ces  derniers  radicaux.  Il  est 
facile  de  pousser  ces  considérations  aussi  loin  qu'on 
voudra,  et  de  s'assurer ,  par  leur  moyen ,  que  si  l'expres- 
sion de  la  racine  d'une  équation  quelconque  est  compo- 
sée d'un  nombre  limité  de  radicaux,  tant  ajoutés  ensem- 
ble que  posés  les  uns  sur  les  autres,  il  faudra  nécessai- 
remeat  qu'en  les  faisant  disparaître  successivement,  et 
par  une  méthode  qui  n'introduise  pas  de  facteurs  inu- 
tiles ,  on  parvienne ,  par  rapport  à  la  quantité  rationnelle 
qui  se  trouve  placée  sous  le  dernier  radical ,  à  une  équa- 
tion du  premier  degré. 

3 
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C  est  la  fécondité  même  de  l'Algèbre  qui  augmente  la 
difRculté  de  ces  recherches.  L'équation  finale  ou  la 
réduite  qu'on  obtient,  renferme  toutes  les  valeurs  dont 
les  quantités^,  B ,  C,  etc.  sont  susce'ptiblee ;  l'expres- 
sion de  l'une  quelconque  des  racines  de  l'éiquation  pro- 
posée ,  par  des  combinaisons  convenables  des  diverses 
valeurs  des  lettres.-/, />,  C,  etc.  devient  successivement 
celle  de  toutes  les  autres  racines-  et  enfin  l'on  résout 
souvent  en  même  temps  plusieurs  équations  différentes 
de  la  proposée,  ainsi  qu'on  l'a  vu  pour  les  équations  du 
troisième  degré,  dans  le  n'  lo. 

61.  Il  est  visible  que  lorsqu'on  prend  une  expression 
radicale  qui  ne  contient  pas  autant  d'indéterminées  que 
l'équation  générale  du  degré  auquet  elle  se  rapporte 
renferme  de  coefficiens,  l'évanouissement  des  radicaux 
ne  conduit  qu'à  une  équation  particulière  :  je  vais  en 
donner  un  exemple. 

Si  l'on  suppose  seulement 

n  n 

les  puissances  de  cette  expression  pourront  être  mises 
sous  la  forme 

\/ÂJr\/~B   —  v/]7-fV^5 
( \/^+  VBy=V'^'+  V^B^-^Z  \/~ÂB^ \/Ai-  V~B) 

(  K  ^4- V/ ^)+— V^  35-^-f- V/ ï^-i' 4  V^'I^/^C  V/>-h  V^>)-f  6  / 

" "    ^  "  "  '^  "  n 

(  V  2^  V  Bf~-  V  ~Â:>-\-  \/"~B''-\-S  V~^B{  VA'^  \/B^) 

,  n  n  n 

-f-1  o  \/j'B\  yZ^-i-  \^B  ) 
etc. 
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et  51  de  ces  équations  on  tire  successivement  les  valeori 

71  71  71  « 

de  \/J^-^\/l)^ ,  \^yï^-{-\/i)\    etc.    au   moyen   des 

n  n  n 

puissances  de  {\/  Â-\-\/'B)  et  de  \/^i?,  il  viendra,  en 

n  n 

mettant  x  au  lieu  de  \/~A-\-  \/B,  et  b  au  lieu  de  AB  , 

1  n 

V~Â-\-\/B=x 

n  n  n 

\/  A^'-^X/B^rzrx^—Q  y  b 

n  n  n 

y/ A'-\- y B'^^—j^ -ox  \/b 

H  n  n  n 

n  n  n  n 

\/A''-j-[/B''=x^^5x^)/b-\-5x\/b\ 

Une  induction  semblable  à  celle  qu'on  a  indiquée  dans 
le  n°  44 ,  fera  voir  que 

7n(m—4)Cm—S)  ,      "- 

i 211 ^x'"-^    S/b^-^etc. 

1.2.0 

Posant  maintenant  m^=:  n  et  A  -{-  B z=  a ,  on  aura  j  à 
eause  de  V^^^"'  4-  \/^"  =  ^  -f  j?,  cette  équation  : 

1  1,2  1.2.3 

1.3.3.4 

4 
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^ont  l'une  de  ses  racines  est 


• 


En  la  comparant  avec  les  équations  g;énérales  des  5c  , 
4',  5',  etc.  degrés,  on  reconnaîtra  quelles  sontles  équa- 
tions de  ces  divers  degrés  ayant  une  lacine  de  la  forme 

1*.  Quand  ti  :=  3 ,  on  a 

s 

3 

il  vient        p  z=  —  3  V^è ,  q  =  —  a, 

d'où  è^_-Lp3. 

et  comme  on  a  fait 

J-j-B  =  a,  AB7=b, 

j4  et  B  seront  les  racines  de  l'équation 

ce  qui  rentre  dans  les  solutions  du  troisième  degré , 
données  n".  i6  et  5b\ 

2°.  Quand  n  :=  ^y  on  a. 

x^-\-px^-i-qX'-{-rz=:o^ 

4    _  4  

x^  —  4x'-  \/ b  ~\-  2  y  b''  —  a  =  o. 

La  comparaison  de  ces  deux  formules  donne 
pr=:z—4\/b  ,     q=o,     r^=2  yb^—  a 


DES     ÊLÉMEKS     D'ALGÈBRE.  lo^ 

L'équation  ^7  =  0  est  la  condition  qui  restreint  l'équa- 
tion proposée;  et  lorsqu'elle  a  lieu  ,  on  trouve 

l'équation  du  quatrième  degré  qu'on  résout  par  ces  for- 
mules ,  est 

^-f-px^-f  r  =  o. 

5*.  Quand  n=5,   on  a 

x''  -{-  p  x-^  -^  q  x'^  -f-  r  jc  -f-  5  =  o^ 

5  _  5  

x'" —  5  x^  y  b-}-5x  V  Z?^  —  a  :=  o, 

d'où  l'on  déduit 

5  _  5 

p=z — 5  \/b  ,        7  =  0,        r^=zS\/b'y        5=: — a. 

On  retrouve  dans  c«  degré  la  condition  q=zo  ^   déjà 
exigée  pour  le  précédent  ;  et  les  équations 
5  a   __ 

donnent  déplus  ,  par  l'élimination  de  b  ,  cette  relation 
entre  p  et  r  :  p^z=zSr. 

Lorsqu'elle  a  lieu  il  en  résulte 


55 


A^^sJ^-^^p^=c, 


€t  l'équation  résolue  est 

oc^  -}-  p  x^  -^  ~  p""  X  -^  s  ^=0. 
Je  ne  pousserai  pas  plus  loin  cet  examen  \  mais  je 


I 
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ferai    remarquer,     i^  que  les  quautités  A  et  U  étant 

données  par  une  équation  de  la  forme 

la  racine  de  l'équation  proposée  sera 


résultat  auquel  on  peut  appliquer  les  réflexions  du  n''  1 9, 
et  qui  fait  voir  par  conséquent  que  le  cas  irréductible  a 
lieu  dans  les  équations  des  degrés  supérieurs  au  troisième 

«  n 

S®.  Que  l'exiDressioR  i^  A  -\-  {/ B  donne  en  même 
temps  toutes  les  racines  de  l'équation  correspondante, 
lorsque  l'on  combine  deux  à  deux  les  Ji  valeuis 

dont  est  susceptible  chacune  des  quantités  \/ Âet  y  B  . 

n 

de  mani-ère  que  leur  produit  se  réduise  à  \/  AB  ;  c'est-à- 

n  n 

dire  que  si  l'on  prend  a,  {/ A  et  (^  \/~B,  on  ait  et  /?=:! . 
Avec  cette  attention ,  on  trouve  (i5)  que  les  /r  valeurs 
de  X  sont 

77 n  

X=:ct  \/    A-{-  ût"-''    S/IB 
n  n     

x=zce\/'A-i-  ct"~^  \/  B 

n  n  

a:=^3^Z-f-a"-^  \/B 


X  z=  et""-'  y'  A-\-A  y/  i>'(*)  • 


(  *  )    Lorsqfic    les   cquatieriS  particuliôrcs   que   je  considère  ici 
tombent  dans  le  cas  irréductible,  elies  ont  toutes  leurs  raciut§  vesllcs 
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62.  Les  TLilexioiis  précédentes  doivent  faire  sentir  la 
nature   des  difTicultés  que  présente  le  problème  de   la 
résolution  al2;ebriquedes  équations  ;  et  en  les  résumant, 
i!  est  facile  d'en  conclure  qu'il  est  encore  douteux  que  l'on 
puisse  exprimer  par  un  nombre  limité  d'opérations  alij;é- 
briques  ,  c'est-à-dire,  d'additions  ,  de  soustractions,  de 
multiplications,  de  divisions,  et  d'extractions  de  racines, 
généralement  indiquées,  les  racines  d'une  équation  quel- 
conque ,  au  moyen  de  ses  coeïïiciens.  Dès  le  troisième 
degré  même ,  pour  leqnel  on  a  trouvé  des  formules  géné- 
rales ,  ces  formules  deviennent  illusoires  dans  le  cas  irré- 
ductible -,  et  la  même  circonstance,  qui  doit  à  plus  forte 
raison   avoir  lieu  dans  les  degrés  plus  élevés  ,  suffirait 
pour  rendre  inutiles  les    formules  des  racines  relatives 
aux  équations  de  ces  degrésquandelles  seraient  connues, 
wi  On  peut  assurer  d'avance ,  dit  Lagrange  ,  que  quand 
7"»  même   on  parviendrait  à   résoudre   généralement  le 
?")  cinquième  degré  et  les  suivans,  on  n'aurait  par-là  que 
5"»  des  formules  algébriques  ,  précieuses  en  elles-mêmes, 
T,  mais  très-peu  utiles  pour  la  résolution  effective  et  numé- 
y)  rique   des  équations  des  mêmes  degrés  ,    et  qui  par 
:•>  conséquent  ne  dispenseraient  pas  d'avoir  recours  aux 
î7  méthodes  arithmétiques  )•)  (*), 

C'est  d'après  ces  motifs  d'un  aussi  grand  poids,  que 
j'ai  cru  ne  devoir  donner  dans  les  ELmens  d'AIa;cbre 
que  la  résolution  nu'mtric^ue  des  équritions,  qui  ce  est,  à 


et  se  rapportent  h  lu  division  frnn  arc  de  cercle  en  n  parties  c'galcs, 
ce  qui  f(jurnit  ua  moyen  très-simple  dje  les  calculer  ,  avec  le  secours 
des  tables  tiigerom'jtriques.  (Voyez  mon  Traité  du  Calcul  diffé- 
rentiel et  du  Calcul  iatfs^ral ,  tom.  I.) 

(*j  De  la  Résolution  des  éqiuitinHS  uiirucriques  de  tous  les  dçr 
grés  (^avertissement;  page  vipj  }. 
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î>  proprement  parler,  une  opération  arithmétique  f©n- 

îî  dée ,  à  la  vérité ,  sur  les  principes  généraux  de  la 

V  théorie  des  équations,  mais  dont  les  résultats  ne  sont 
y>  que  des  nombres  où  l'on  ne  reconnaît  plus  les  pre- 
îî  miers  nombres  qui  ont  servi  d'élémens  (  c'est-à-dire, 
îî  les  coeiïiciens  de  l'équation  à  résoudre  ) ,  et  qui  ne 
Ti  conservent  aucune  trace  des  différentes  opérations 
)•)  particulières  qui  les  ont  produits.  L'extraction  des 

V  racines  quaiTées  et  cubiques  est  l'opération  la  plus 
«  simple  de  ce  genre  •  c'est  la  résolution  des  équations 
)î  numériques  du  second  et  du  troisième  degré,  dans 
»  lesquelles  tous  les  termes  intermédiaires  manquent, 

Ti  L'algèbre  plane,  pour  ainsi  dire,  également  sur 
51  l'arithmétique  et  sur  la  géométrie  ;  son  objet  n'est  pas 
n  de  trouver  les  valeurs  mêmes  des  quantités  cherchées, 
î>  mais  le  système  d'opérations  à  faire  sur  les  quantités 
51  données  pour  en  déduire  les  valeurs  des  quantités 
15  qu'on  cherche  d'après  les  conditions  du  problème.  Le 
55  tableau  de  ces  opérations,  représentées  par  les  carac- 
55  tères  algébriques,  est  ce  qu'on  nomme  en  algèbre  una 
55  formule.  ...  55. 

On  est  donc  encore  ramené  ,  par  les  remarques 
d'un  géomètre  qui  a  profondément  médité  sur  la  philo" 
Sophie  des  sciences  mathématiques,  à  se  demander  s'il 
n'y  aurait  pas  une  impossibilité  absolue  de  faire  dépendre 
d'un  nombre  limité  d'opérations  algébriques  _,  la  recher- 
che de  la  racine  d'une  équation  quelconque,  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  d'exprimer  cette  racine  par  une  for- 
mule algébrique.  Il  serait  peut-être  téméraire,  dans 
l'état  où  se  trouve  actuellement  l'Algèbre ,  de  prononcer 
affirmativement  sur  cette  impossibilité;  mais  ceux  qui 
ont  parcouru  le  vaste  champ  de  l'analyse  ,  savent  qu'il 
fst  d'autres  quantités  que  l'on  ne  peut  pas  non  plus 
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•.btenir  par  un  système  limité  d'opérations  algébriques, 
et  pensent  sans  doute  qu'il  doit  exister  entre  les  gran- 
deurs des  relations  qu'il  est  impossible  de  développer 
autrement  que  d'une  manière  approximative  et  indivi- 
duelhy  ou  pour  chaque  valeur  en  particulier.  Il  est  évi- 
dent que  si  les  racines  des  équations  algébriques  sont 
de  cette  nature,  il  ne  reste  qu'à  perfectionner  les  pro- 
cédés arithmétiques  propres  à  leur  recherche. 

Yiète   a  sûrement  été  guidé  par  des  considérations 
de  ce  genre,  lorsque,  dans sonTiaitè de numerosapotes' 
tatum  adjectarum  resoliitione ,  il  a  cherché  à  résoudre 
immédiatement  les  équations  num''-i^ues  par  une  suite 
d'opérations  purement  arithmétiques  et  combinées  entre 
elles,   à-peu-près  comme  le  sont  celles  qu'on  emploie 
pour  exti'aire  les  racines  des  nombres.  6i  sa  méthode  était 
uniforme  pour  tous  les  cas  qui  peuvent  se  présenter,  en- 
sorte  que  ,  par  une  succession  régulière  des  mêmes  pro- 
cédés, elle  conduisitinfdlliblement  à  la  racine  cherchée, 
lorsque  cette  racine  est  assignable  e^caccement  en  nom- 
bres, et  dans  tous  los  autres  cas ,  à  une  valeur  de  plus  en 
plus  approchée ,  elle  ne  laisserait  rien  à  désirer  dans  la 
résolution  numérique  des  équations ,  que  Ton  pourrait 
alors  regarder  comme  aussi  complète    que  l'extraction 
dss  racines  :  mais  il  n'en  est  pas  ainsi,  malgreles  efforts 
que  Harriot ,   Ougtred ,   Wallis  ,  Pell  et  d'autres ,  ont 
faits  pour  perfectionner  la  méthode  de  A  iète  ,  elle  est 
toujours  demeurée  très-défectueuse;  et  Lâgrange ,  en 
dernier  lieu,  a  montré  ce  qu'elle  ne  peut  réussir  d'une 
51  manière   certaine   pour  les  équations  dont  tous   les 
•/)  termes  ont  le  même  signe ,  à  l'exception  du  dernier 
M  tout  connu  -,  car  aloi"s  ce  terme  devant  être  égal  à  la 
71  somme  de  tous  les  autres ,  on  peut ,  par  des  tâton- 
r>  nemens  limités  et  réglés,  trouver  successivement  tous 
D  les  chiffres  de  la  valeur  de  l'inconnue  jusqu'au  degré 
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;i  de  préci::ion  qu'on  aura  fixé.  Dans  tous  les  autres 
:i  cas,  les  tâtonnemaas  deviendront  plus  ou  moins  in- 
T>  certains,  à  cause  des  termes  soustrac tifs  v. 

Lagrange  fiiit  voir  de  plus  que  l'on  peut  toujours  ra- 
mener une  équation  quelconque  à  cette  forme ,  et  pourvu 
)î  qu'on  ait  deux  limites  d'une  racine ,  l'une  en  plus , 
??  l'auti'e  en  moins,  et  qui  soient  telles,  que  toutes  les 
5T  autres  racines  ,  ainsi  que  les  parties  réelles  des  racines 
51  imaginaires  ,  s'il  y  en  a ,  tombent  hors  de  ces  limites)^ . 
Mais  ces  limites  étant  au  moins  aussidifïiciles  à  trouver 
que  les  racines  mêmes  de  l'équation ,  la  méthode  donnée 
dans  les  Élemens ,  n^  221 ,  Cit  préférable  à  cette  recher- 
che ,  et  en  la  combinant  avec  ce  qui  a  été  dit  dans  le 
n°  33  de  ce  Complément ,  on  aura  les  moyens  de  con- 
naître les  racines  imaginaires  aussi  bien  que  les  racines 
réelles ,  c'est-à-dire  ,  tout  ce  qu'on  peut  désirer  sur  la 
résolution  numérique  des  équations. 

63.  Il  suit  du  n°  181  des  Klémens ,  que  ,  si  pour  une 
équation  algtbrique  quelconque,  il  y  a  toujours  une 
expression  réelle  ou  imaginaire  qui ,  soumise  aux  opéra- 
tions indiquées  dans  cette  équation ,  donne  un  résultat 
dont  tous  les  termes  se  détruisent ,  la  même  équation 
sera  nécessairement  le  produit  d'autant  de  facteurs  sim- 
ples que  son  plus  haut  exposant  renferme  d'unités.  La 
résolution  des  équations  des  quatre  premiers  degrés 
fait  voir  la  vérité  de  cette  proposition  dans  les  équations 
même  du  cinquième,  qui  ont  nécessairement  une  racine 
réelle  (  Élém.  210  ). 

Il  est  visible  qu'en  général  la  question  se  réduità  prou- 
ver que  toute  équation  d'un  degré  pair  a  au  moins  une 
racine,  soit  réelle,  soit  imaginaire.  La  proposition  du 
n°  27  montre  qu'une  pareille  équation  a  au  moins  deux 
rjacines  qui  peuvent  toujours  être  comprises  dans  une 
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équation  du  second  degré  ayant  ses  coeillciens  réels  ; 
mais  on  ne  parvient  à  cette  de^-nière  équation  qu'en 
regardant  la  proposée  comme  le  produit  d'un  nombre  de 
facteurs  simples  égal  à  l'exposant  de  son  degré-,  ensorte 
que  la  diiTiculté  subsiste  encore  dans  son  entier.  Il  était 
nécessaire  de  l'écarter  des Élémens,  qiii  ne  doivent  con- 
tenir que  les  notions  les  plus  évidentes  ;  mais  il  convient 
de  la  montrer  toute  entière  à  ceux  qui  ont  dtjà  pénétré 
assez  avant  dans  l'Analyse  pour  en  saisir  l'esprit.  Si  l'on 
n'a  pas  encore  de  démonstration  complète  à  leur  offrir 
de  la  proposition  dont  il  s'agit,  on  peut  du  moins  leur 
donner  des  raisons  assez  fortes  pour  qu'elle  ne  soit 
plus  douteuse. 

«  L'esprit  du  calcul  algébrique  (  Lagrange ,  De  la 
Résolution  des  équations  numériques  ,  page  116  )  1^  qui 
:^  est  indépendant  des  valeurs  particulières  qu'on  peut 
:^  donner  aux  quantités,  fait  qu'on  peut  regarder  tout 
"  polynôme  (  x"'  -f-  etc.  )  comme  formé  du  produit  d'au- 
y^  tant  de  facteurs  simples  x  -  a ,  x^  —  b ,  x— c  ,  etc. 
:•)  qu'il  y  a  d'unités  dans  l'exposant  m  du  degré  de  ce 
î)  polynôme,  quelles  que  puissent  être  d'ailleurs  les 
?T  quantités  a  _,  ô,  c,  etc.  )•> 

Développons  un  peu  cette  remarque. 

La  formule  x  z=:  — '- p  ^  \/±  p^  —  q ,  qui  'repré- 
sente les  racines  de  l'équation  x^  -{-  px  -l-  q  =  c  ,  ne 
cesse  pas  de  le  faire  ,  quoique  cette  équation  devienne 
absui'de  ;  seulement  elle  se  réduit  alors  à  un  symbcla 
purement  algébrique ,  qui  ne  correspond  plus  à  aucuns 
quantité  existante,  mais  qui,  étant  soumis  aux  opéra- 
tions indiquées  dans  l'équation,  n'en  rend  pas  moins  la 
somme  de  tous  les  termes  égale  à  zéro.  Par  cet  exemple  , 
on  doit  comprendre  que  s'il  existe  pour  un  seul  cas  une 
expression  de  la  racine  d'une  équation  de  degré  pair 
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cette  expression  doit  encore  subsister  Donr  tout  autre. 
Or  on  a  vu  {Eltm.  214),  que  toute  équation  de  degré 
pair  a  au  moins  deux  racines  réelles,  lorsque  son  dernier 
terme  est  négatif;  mais  la  valeur  de  ces  racines  dépen- 
dant de  celle  des  coelTiciens  de  l'équation  proposée  , 
doit  nécessairement  être  composée  d'une  certaine  ma- 
nière avec  ces  coefTiciens,  ou  en  être  une  fonction. 
Quoiqu'on  ne  puisse  pas  assigner  ]a  forme  de  cette 
fonction  ,  son  existence  n'est  pas  moins  évidente  \  la 
méthode  des  séries  et  le  calcul  différentiel  fournissent 
les  moyens  d'en  avoir  des  développemens.  Cela  posé,  il 
est  visible  qu'elle  doit  encore  subsister  lorsqu'on  y 
changera  le  signe  du  dernier  terme  de  l'équation  pro- 
posée, et  qu'alors  elle  deviendra  la  racine  de  l'équa- 
tion dont  le  dernier  terme  est  positif  ;  elle  pourra ,  par 
ce  changement,  cesser  d'être  réelle,  mais  non  pas 
d'exister  comme  expression  analytique;  il  sera  donc 
toujours  permis  de  la  représenter  par  tm  symbole  qui 
jouira  des  propriétés  communes  à  toutes  les  racines  des 
équations. 

On  pourrait  opposer  à  ce  raisonnement  les  remarques 
des  numéros  ^j  et  69  des  Elémens  ;  mais  on  y  ré- 
pondrait en  faisant  observer  que  les  exceptions  indi- 
quées dans  ces  remarques  ne  peuvent  se  rencontrer  dans 
les  équations  algébriques  à  une  seule  inconnue.  En  effet , 
ces  équations  ne  peuvent  être  identiques  sans  qu'on  le 
reconnaisse  à  leur  simple  inspection  ;  et  il  est  évident 
{E/nn.  212)  qu'aucune  valeur  infinie  n'y  saurait  satis- 
faire ,  lorsque  leurs  coefficiens  sont  finis. 


A 
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De  quelques    transfoimations   qui  conduisent  à   la 
résolution  des  équations  des  quatre  premiers  degrés. 

G4.  Le  nombre  des  moyens  que  les  algébristes  ont 
tentes  pour  résoudre  ]es  équations  littérales,  est  trop 
grand  pour  entreprendre  de  les  faire  tous  connaître  ;  il 
en  est  cependant  encore  deux  que  je  vais  exposer, 
parce  qu'ils  soat  remarqiiables ,  soit  par  la  sourr^e  dont 
ils  dérivent,  soit  par  leur  simplicité.  Le  premier  est  la 
méthode  de  Tschirnaiis  :  en  voici  une  idée  succiicte. 

La  substitution  de  x  -}-  g  à  la  place  de  y,  dans  une 
équation  en  y,  n'est  propre  qu'à  faire  disparaitie  un  seul 
terme,  puisqu'elle  n'introduit  qu'uiie  seule  quat.tt^  in- 
déterminée a  ("*);  mais  si,  au  lieu  de  l'équation  hypo- 
thétique j/  frr  x  -f-  a ,  on  prend  y'  =  r  -f-  .1-  -|-  by ,  on 
peut  faire  disparaître  deux  termes  de  l'équation  en  jc , 
en  déterminant  convenablement  les  qua  titcs  o  et  b  , 
sur  lesquelles  il  n'y  a  rien  de  statue  par  l'énonce  de  la 
question. 

Dans  ce  cas ,  l'équation  en  x  n'est  pas  aussi  aisée  à 
former  que  lorsqu'on  change  seulement  y  en  jo  -j-  a  ^ 
mais  cependant  elle  est  encore  du  même  degré  que  la 
proposée  ,  comme  on  peut  s'en  assurer  par  le  procédé 
d'élimination  dans  le  n°  9. 

Si,  par  exemple,  on  désigne  par  se,  /S  et 7,  les  trois 


(*}  Ceux  qui  n"'ont  pas  encore  l'habitude  de  l'analyse  croiraient 
peut-être  gagner  quelque  chose  en  supposant  r  =  x  + a -4- i  :  mais 
«'ils  font  le  calcul,  ils  se  convaincront  bientôt  que  la  quantité  ûr-4-/y  se 
comporte  comme  si  elle  était  monôme,  et  qu'ils  ne  peu^■cnt  point 
♦îetermincr  séparément  a  et  ^ ,  ni  par  conséquent  faire  évanouir  plus 
<l"im  terrae. 

i 
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racines  de  l'équation ^^  -f-  ^y^  4"  Qy  +  ^  =  o,  d'a- 
près ce  procédé,  l'équation  finale  en  x  résultera  du  pio- 
duit  des  trois  quantités 

câ  —  h  CL  —  (a  -f-  x) 

y-^—hy  —  ia^x) 
qui  nécessairement  ne  passera  pas  le  troisième  degré  ;  et 
après  qu'on  aura  chassé  les  lettres  et,  (l  et 5/,   comme  il 
convient,  on  aura  un  résultat  que  l'on  peut  représenter 
par 

x^  -\-  Ax^  '\-  Bx^  C^o, 

dans  lequel  A  ^  B  q\.  C  seront  dès  quantités  composées 
des  coefïiciens  P  ,  Ç  et  /i  de  l'équation  proposée  et  des 
deux  indéterminées  a  et  b.  En  choisissant  parmi  ces  trois 
quantités,  pour  les  égaler  à  zéro ,  les  deux  qui  aiTectent 
les  termes  qu'on  veut  faire  disparaître ,  on  se  procureia 
des  équations  qui  donneront  les  valeurs  que  doivent  avoir 
a  et  à  dans  cette  circonstance  ;  et  d'après  ces  valeurs  , 
l'équation  x^ -\- Ax^ -\^  B  x -\- C-=^Q  sera  réduite  à 
d'dux  termes. 

L'a  supposition  àe  y""  =  x  -^  a -{- b  y  est  également 
propre  à  faire  disparaître  deux  termes  dans  une  équa- 
tion du  quatrième  degré.  En  éliminant^,  entre  cette 
équation  hypothétique  et  l'équation  proposée 

par  le  même  procédé  que  dans  le  cas  précédent,  oi; 
pai-yiendra  à  un  résultat  de  la  forme 

x^  +  Ax^  -f  Bx'^  -t  Cx  -\-  Dz—Q^ 

qu'on  pourra  réduire  à  trois  termes ,   en   égalant  à  zéro 

deux  quelconques  des  quantités  A  y  B  y  C  et  D  ^  qui , 

comme  ci-dessus ,  seront  données  en  Py  Q,  R,S ,  a  et  b. 

Si  on  voulait  changer  l'équation  proposée  en  une  autre 
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qui  contint  trois  termes  de  moins ,  l'analogie  fait  voir 
qu'on  devrait  prendre  alors  Tcquation  hypotheticjuq 

t-t  qu'en  élimi.iant  v  entre  cette  dernière  et  la  proposée  , 
on  trouverait  encore ,  en  opérant  comme  ci-des6us  j  un 
icsultat  de  la  forme 

mais  dans  lequel  on  pourrait  égaler  trois  coefïïciens  à 
zéro,  puisqu'on  y  aurait  introduit  trois  quantités  indé- 
terminées ,  a  j  b  et  c. 

Il  est  facile  de  généraliser  cette  marche,  et  de  recon- 
naître qu'en  prenant  l'équation  subsidiaire 

y^  -z^  X  -\-  a  -{-  h  y  -\-  iy\  .  .  .  -\~  qy"'-', 
on  pourra  changer  l'équation  générale. 

yn  _^  pyn-x   _|.    ÇJ/n-^  .  .  ^^fy  _i.    T=  Q 

tn  une  autre 

x""  -f  ^x""^-  -i-Bx""^- -i-  Z,  rz:  o  , 

dans  laquelle  on  pourra  faire  disparaître  un  nombre  de 
termes  égal  à  m,  au  moyen  des  m  quantités  indétermi- 
nées a,  b ,   c ,  .  .  .  .q. 

65.  Cette  théorie  semble  promettre  la  résolution  des 
équations  d'un  degré  quelconque,  et  elle  offre  le  moyen 
le  plus  simple  et  le  plus  naturel  qu'on  puisse  désirer  pour 
résoudre  les  équations  du  deuxième,  du  troisième  et  du 
quatrième  degré  •  mais  malgré  son  succès  dans  ces 
degrés,  elle  est  inférieure  à  toutes  les  autres  méthodes 
connues,  par  la  longueur  des  calculs  qu'elle  entraîne. 
Je    ue  saurais    entrer    ici    dans  '  de     grands    d^-lua]* 
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sur  ce  sujet;  cependant,  en  faveur  de  ceux  qui  veu- 
lent connaître  toutes  les  richesses  de  l'Analyse,  je 
vais  tracer  une  esquisse  rapide  du  procédé  indiqué  par 
Tschirnaiis. 

En  faisant  disparaître  ,  par  la  supposition  de  ....  .' 
vr=a:-|-G,  le  secondterme  de  l'équation  jy*-f~^y~f-Ç=o, 
on  la  réduit  à  la  forme  x^-\-B=zOy  laquelle  se  résout 
sur-le-chaiiip  par  l'extraction  de  la  racine  quarrée  ,  et 
donne  a:=:dz  \/  —  B.  En  effet,  en  substituant  x  a  k 
îa place  de  y  dans  l'équation  proposée,  elle  devient 

-]-P  X  -i-aP  >  =o; 

et  si  on  égale  à  zéro  la  quantité  za-^-P  j  coeîïlcient  de 
X  f  elle  se  réduit  à 

ce  qui  donne 

B  =  a*-\-aP  -i-  Q] 
tnais  de  2  a  -|-  P  =  o ,  il  résulte 

a  =  —  iP,         £  =  -\P'+Q. 
et  par  conséquent 

et  y  =  a-i-x  =  --\P±.  v/fP*— Ç. 

QG.  Lorsque  l'équation  proposée  est 

f^Py^+Qy-j-R  =  o, 

en  prenant  ^*=:  X  -\-  a  -\-  by  j  on  la  changera  en  une 
autre  de  la  forme 
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àa.ns  laquelle  on  pourra  faire  disparaître  deux  termes  ; 
et  on  voit  bien  que  si  on  égale  à  zéro  les  coefïiciens  AetB 
<ie  ceux  qui  sont  intermédiaires  ,  l'équation,  réduite  à 
son  premier  et  à  son  dernier  terme  ,  se  résoudra  par  la 
seule  extraction  de  la  racine  cubique.  Si  on  elFectue  le 
produit  indiqué  pour  ce  cas  dans  le  n°  Q^  ,  et  qu'on  ex-* 
pnme  par  les  coefîiciens  P ,  Q  et  R ,  de  i' équation  pro- 
posée, les  fonctions  symétriques  de  a. ,  (6  et  y ,  que  ce 
produit  renferme ,  on  trouvera  sans  peine  la  composi- 
tion des  coelïïciens  A,  B ,  C,  de  l'équation  en  x;  mais 
ces  résultats,  que  le  lecteur  fera  bien  de  chercher  pour 
s'exercer  au  calcul,  sont  trop  compliqués  pour  trouver 
place  ici  :  on  en  obtiendra  de  plus  simples  en  sup- 
posant qu'on  ait  déjà  fait  disparaître  le  second  terme  de 
l'équation  proposée.  On  n'aura  plus  qu'à  éliminer  y 
entre  les  deux  équations 

y'  +  Qy-h^R^o,        y^^  +  a  +  ^j.      . 

ce  qu'on  fera,  ainsi  qu'il  suit,  en  posant  pour  abré- 
ger X  -f-  a  =  771  (*) . 

L'équation  y^:=m'^hy  étant  multipliée  par  j  ,  donne 

y^^=:.  m  V  -f-  by^     o^     y^  =■  "^J'~f-  ^'  ^î  -|-  b^  y  y 

€n  mettant  pour  j'*  sa  valeur.  Substituant  ensuite  dans 
la  proposée ,  il  ^  iendra 

my  -f  hm  ^h^y  -\-  Qy  -\-Rz=C', 


[*)  On  laisse  toujours  les  deux  quantitt's  indéterminées  a  et  A, 
raalpie  la  uisparillon  du  second  tenue  de  la  proposée  ,  parce  que 
rcrjuation  en  x  n'en  a  pas  moins  un  second  terme  qu'il  faut  encore 
faire  évanouir. 
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,,    ,                                           bm-j-R 
d  ou  y  = , TT  , 

et  mettant  cette  valeur  dans  l'équation 
on  obtiendra,  après  les  réductions  , 

4-' 


^obR  j      —P  R  \ 


Remplaçant  les  diverses  puissances  de  m  par  celles  de 
jc-\-aj  ordonnant  le  résultat  par  rapport  aux  pu issance.^ 
tle  07  et  de  a,  comparant  avec  x^-j-^x^-^-Bx-^-C^r^o ^ 
il  viendra 

J=3a  -f  qÇ 

R=5a^-i-4Ça  -^Qb^—3Rb  -f-(> 

C=z  a^  +2  Qa^-\- (>^a-f  Qb^a—'5Rba  ~  RP—R Qb—R^ 

Si  on  fait  u4=.o^etB=:G  y  ce  qui  produit  les  équa- 
tions 

oo  +  2Ç  =  o (i) 

5a^~\-4Qa-\-b''Q~oRb'\-Q^  =  o (p.) 

l'équation 

ee  réduit  à 

x^  -f  ^  =  0  , 

3  

x~—  V/  C. 
La  quantité  C  sera  connue  lorsqu'on  aura  déterminé  a  et 
by  ce  qui  est  facile,  puisque ,  d'après  l'équation  (j  ),  on  a 

2Q 
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yaleur  qui,  mise  dans  l'équation  (2),  la  change  en 

Qb^-'ÔRb—l  Q'  =  o, 
équation  du  second  degré  ,  dont  la  solution  donnera  la 
valeur  de  b.  Je  ne  m'arrêterai  pas  à  développer  l'ex- 
pression de  C,  ni  à  tirer  les  nombreuses  conséquences 
qui  résultent  de  cette  théorie  ;  mais  on  suppléera  faci- 
lement aux  détails  que  j'omettrai. 

Lorsqu'on  a  déterminé  a,b  etx ,  il  ne  faut  pas  prendre 
indistinctement  pour  j'  l'une  quelconque  des  racines  de 
Véqua.tiony'^z=:x-\- a-\-by;  mais  on  doit,  d'après  ce 
qui  a  été  di±  n°  192  des  Élemens  ,  chercher  le  divisem* 
commun  qui  existe  alors  entre  cette  équation  et  la  pro- 
posée ,  ou ,  ce  qui  revient  au  même  ,  substituer  les  va- 
leurs de  a,  de  b  et  de  x  dans  l'expression 

__         bm-i-R    _^         ^(x-f-a)-|-7? 
y  —        m-j-Zj^-fÇ»  *~         x-^a-^-b^-^rj   ' 

qui  a  S8r^^  à  l'élimination  de  y. 

£-/.  En  passant  au  quatrième  degré ,  le  même  procédé 
peut  s'appliquer  de  deux  manières  différentes  ;  car  si 
on  change  l'équation 

en  une  autre  où  les  termes  affectés  de  la  troisième  et  de 
ja  première  puissance  de  l'inconnue  aient  disparu ,  cette 
dernière  pouiTa  se  résoudre  à  la  manière  de  celles  du 
second  degré  (^Élém.  iGo)  ;  on  peut  enfin  ,  comme  peur 
les  degrés  précédens,  transformer  l'équation  proposée 
de  manière  que  la  résultante  puisse  être  réduite  à  soî2 
premier  et  à  son  dernier  terme. 

Dans  le  premier  cas,  on  n'a  que  deux  termes  à  faire 
disparaître;  il  suffit  donc  de  combiner  l'équation 

yi  -U  Py3  ^   Ç^a  ^  £^  _!_   r  -_  Q 
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avec  l'équation 

y'^  :=  X  -^  a  -\-  hy. 

En  effectuant  les  calculs  nécessaires  pour  obtenir  l'é- 
quation 

x+-f-  Ax^  ^Bx^  -^  Cx  -^-D  —  o, 

et  posant  ensuite 

u4  =  o  ,         C=  o, 
on  a 

x^  a.  B  x"".-^  D  =:  o , 

équation  qui  se  résout  à  la  manière  de  celles  du  deuxième 
degré.  L'équation  ^=:ro  serait  encore  du  premiei*  degré 
par  rapport  aux  indéterminées  a  et  b;  mais  l'équation 
^  =  0  monterait  au  troisième  :  ainsi  la  résolution  de 
l'équation  proposée  se  trouverait  ramenée  à  celle  d'une 
équation  du  troisième  degré.  Connaissant  a,  b  et  x  ,  on 
trouverait  j,  comme  dans  le  numéro  précédent. 

Pour  changer  l'équation 

y  -I-  Py^  ^    Qy^^  By  ^S~0 

en  une  autre  qui  n'ait  que  deux  termes,  il  faut  en  faire 
évanouir  trois,  et  par  conséquent  supposer 

y^  :z=z  X  -}-  a  -\-  by  '\-  cy^. 

Le  résultat  de  l'élimination  de  y  entre  cette  équation  et 
la  proposée  étant  toujours  désigné  par 

x^  -f-  Ax^  -f  Bx^  -f  Cx  +  />  =  0, 

on  fera 

^r=0,  Bz=C,  Cz=zO, 

-ce  qui  donnera  , 

x^  +  Z>  :=  o  - 
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mais  les  indéterminées  a  ^  h  et  c,  se  trouvant  au  premier 
degré  dans  A ^  au  deuxième  dans  B ,  au  troisième  dans 
C  j  l'équation  d'où  dépend  la  valeur  de  l'une  d'elles  mon- 
tera au  sixième  degré,  et  sera  donc  en  général  plus 
difficile  à  résoudre  que  la  proposée  elle-même  :  cepen- 
dant Lagrange  a  prouvé  qu'elle  pouirait  encore  se  ra-^ 
mener  à  une  autre  du  troisième  degré. 

Lorsque  la  proposée  sera  du  cinquième  degré ,  il  fau- 
dra nécessairement  la  changer  en  une  autre  qui  n'ait 
que  deux  termes,  etpour  cela  en  faire  disparaître  quatre 
dans  latransfomiée  ;  mais  malheureusement  la  recherche 
des  indéterminées  conduira  alors  à  une  équation  finale 
d'un  degré  beaucoup  plus  élevé  que  la  proposée ,  et  la 
méthode  de  Tschirnaiis,  de  même  que  toutes  les  autres 
méthodes  connues,  échoue  au-delà  du  quatrième  degré. 

68.  Le  second  moven  par  lequel  je  terminerai 
ce  que  j'ai  à  dire  sur  les  équations,  est  celui  qu'on 
attiibue  à  Cardan ,  ou  du  moins  qu'on  employa  d'a- 
bord pour  retrouver  l'expression  qu'il  -avait  donnée 
de  la  première  racine  de  l'équation  du  troisième  degré 
sans  second  terme  ,  moyen  que  Lagrange  a  étendu  aux 
équations  du  quatrième  degré.  Il  consiste  à  faire.  .  . 
xz=iu  -\-z  dans  l'équation 

x^  -f-px-f-  7  =  0, 

afin  de  pouvoir,  en  disposant  convenablement  de  l'une 
des  indéterminées  iz  et  s,  décomposer  cette  équation  en 
deux  autres  plus  faciles  à  résoudre.  Le  résultat  de  la 
substitution  de  la  valeur  hypothétique  de  x  est 

4-      pu   -\-pz\=zO\ 

parmi  les  diverses  manières  dont  on  peut  le  partager  en 
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deux  autres  équations  ,  en  égalant  une  de  ses  parties  à 

zéro,  on  s'est  bientôt  aperçu  que  la  suivante 

était  la  seule  qui  pût  simplifier  la  question. 
La  première  des  équations  ci-dessu^  revient  à 

€t  se  réduit  par  conséquent  à 

5uz  -f-  p  =  o , 

puisqu'on  ije  saurait  faire  u  -f-  z  =  o  sans  siippose^r 
jc=zc ,  h}'potlièse  qui  ne  s'accorde  point  avec  l'équation 
proposée.  La  résolution  de  cette  dernière  est  donc  ra~ 
meneB  à  celle  des  équations 

la  première  de  celles-ci  donnant 

p  .  .  p^ 

1/  z  =  —  '-  et   u^'z''  =  —  -i—  ; 
o  27 

on  a 

1^3  _|_  2^3  ___  ^  ^         ^5^Z  __  i_^ 

27 

et  il  suit  de  la  théorie  de  la  composition  des  équation-, 
que  u^etz'^  seront  les  racines  d'une  équation  du- second 
degré ,  ayant  q  pour  coefficient  de  son  second  tejme,  et 

n3                                                                     j  •     -       ^ 

—  —  pour  son  dernier.  Si  f^  -4-  7  ^ P'=  9  repré- 
sente cette  équation,  et  que  A  et  B  soient  les  valeurs 

3 ;   _ 

de  t  j  on  aura  u  =  y  A  et  z  ==:  yJJ.  Les  diverses  ex- 
pressions de  ces  racines  satisferaient  dans  un  ordre  quel- 
conque aux  équations 
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ia9 


z'  = 


et 


El 

27 


mais  la  dernière  de  ces  équations  est  plus  générale  qua 

uz  :=z  —  ^ ,  d'où  elle  a  été  tirée  :  c'est  donc  dans  celle- 
3 

ci  qu'il  faut  substituer  les  valeurs  de  u  pour  obtenir 
celles  de  z,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  il  faut  com- 
biner chacune  des  expressions 


V'2 

avec  les  suivantes  : 
.3 


V'B, 


^VJ,    ct^\/A, 


<e\/T, 


de  manière  que  le  produit  se  réduise  à  y  AB,  ce  qui  n« 
fournit  que  ces  trois  résultats  : 

VA+      \/B 

et  \/ A-{-ce\/~B 
ce\/Â-]-ct  y'B 

Il  est  facile  de  voir  qu'en  mettant  pour  et  et  ct^  les 
valeurs  données  dansle  n°  ]  69  les  Eiémsus,  etpour  ^-^eti^ 
celles  qui  résultent  de  l'équation  t^  -j-qt  — -^^■p^z=o  ,  on 
retombera  sur  les  expressions  obtenues  dans  le  n°  16. 

Je  ferai  remarquer  à  cette  occasion  que  ,  lorsqu'on 
élève  une  équation  à  une  puissance  ,  ou  qu'on  la  multi- 
plie par  un  facteur  où  se  trouve  l'inconnue  ,  on  introduit 
de  nouvelles  racines ,  étrangères  à  la  question  proposée. 

69.  On  a  résolu  l'équation  du  troisième  degré 

x^  -\- px  -{- q  :=  ô  y  en  supposant  x  =  u-\-z ,  on  résout 
c^^Ue  du  quatrième  degré  x^  -j-  p  x""  -j-  q  x  -\-  r  =  o  , 


140  COMPLÉMENT 

d'une  manière  analogue  en  faisant  x  =  v  -h  "  -f-  2^;  car 
en  introduisant  ainsi  trois  indéterminées,  il  y  en  a  deux 
qui  restent  arbitraires,  et  dont  on  peut  par  conséquent 
disposer  pour  partager  l'équation  proposée  en  d'autres 
qui  soient  plus  faciles  à  résoudre  (*). 

De  la  supposition  de  x=zy  -\-u  -\-  z^S\  résulte 
ae'*=(jy  -\-u  -f-z  )'=    y'^-\-u^-\-z^  -\-i  uy-\-o.yz-\-i\Lz 

développant  seulement  le  dernier  terme ,  on  aura 

ce  qui  donne 

substituant  les  valeurs  de  a: ,  x^  et  jt^  dans  l'équation  pro- 
posée, elle  deviendra 

(^y-^u-^z^r^^{_y^^u^^z^'){uyJruz-^r.y^\ 
-|-4(aY+y-^-+^»^»)+8zyj'^(iz-fy-fz)  f^^ 

4-pC/4-u»4-z*)-f-2p(ay4-izi:4-2y)+9(y+zz-fz)r 

-\-v      ) 

A  cause  des  trois  indéterminées  introduites ,  on  peut  par- 
tager cette  équation  en  trois  autres,  et  la  combinaison 
qui  réussit  consiste  à  égaler  à  zéro  les  termes  multipliés 
par  u~\-y-\-z  et  ceux  qui  le  sont  ^^^x  uy  -\-uz-\-  zy  ^  ce 
qui  donne 

iRwjZ-4-f/r=0  (1),       î2(j*-f-ï^''4-^*)-f-p  =  0  (2). 

(*)  Ceci  est  tire  des  séances  des  Écoles  Normales ,  Leçons ,  tom.IIf, 
psge  3o6  ,(  prctaicrc  édition). 
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Par-ld  réquatioii  ci-dessus  se  trouve  réduite  à 

résultat  qui,  si  l'on  j  met,  au  lieu  dey^-}-u^  4"  -%  sa 
valeur  — -tirée  de  (2)  ,  se  change  en 

4 
on  a  donc ,  pour  déterminer  u ,  j'  et  z ,  les  trois  équations 

ou,  U^-fy+^^=— 2 

ce  qui  1  s       ^ 


cy+"H^')+p=o  J  ou,  u^-fy+^^=— 2 


[uy+u'z^Jry''z')-\-r—^  =  o{  revient  <j^y-f  i^^^H/^'— '"^  ~ 

au      à  , 

a^a V_ 


S 


8fr)'2;-L^r=:o  \  même ,  f^'y^^' 


■64 


dont  la  première  donne  la  somme  de  leurs  quan'és  ,  la 
seconde  celle  des  produits  de  ces  quarrés  combinés  deux 
à  deux,  et  la  dernière  le  produit  de  tous  trois.  En  se 
rappelant  la  composition  des  équations  (^Elem.  i83) ,  on 
voit  bientôt  que  si  on  regarde  les  quantités  u^,y^  et  z'^ 
comme  les  trois  valeurs  d'une  même  inconnue  (,  cette 
inconnue  dépendra  de  l'équation 


'^+^''-^S-3-g 


Désignant  par  l,  m  et  n  les  trois  racines  de  cette  équa- 
tion, on  aura 

u^z=lj    y^  =  m,     a*  r=  ?i , 
d'où 
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et  par  conséquent 

x  —  ±.\/l±L  \/m  ±i  \/7i. 

Cette  formule,  dans  laquelle  on  peut  combiner  comme 
on  voudra  les  signes,  équivaut  par-là  aux  suivantes  : 


xz=-{-y  i—ym—'\/7i, 

J0~  —  \/l^y'm-\-\/7i, 

x=:—yl-i-\/m—'y7i, 


x=z-j-\/l-j-\/m  —  \/n. 


et  semblerait  donner  huit  valeurs  pour  l'incorinue  x ,  qui 
n'en  peut  avoir  que  quatre  -,  mais  en  remontant  plus  haut , 
on  verra  que  les  valeurs  de  u,  y  etz  doivent  satisfaire  à 
l'équation  8  uyz  -f-  7=  o  ,  dont  on  n'a  employé  que  le 
quarré.  Or,  siq  est  positif  dans  l'équation  proposée,  on 
aura  8  xyz'z^: — q  ;  il  faudra  donc  combiner  les  signes 
des  valeurs  u=z±i  \/ 1  ,y=:±:  \/  m ,  zz=z±:  \/  n ,  de 
manière  que  leur  produit  soit  négatif ,  ce  qui  ne  pourra 
se  faire  qu'en  prenant  négativement  ou  le»  trois  radicaux, 
ou  seulement  un,  et  on  n'aura  ainsi  que  les  combinai- 
sons rapportées  dans  la  seconde  colonne  ci-dessus  ; 
mais  lorsque  q  sera  négatif  dans  l'équation  proposée ,  il 
s'ensuivra 

Suyz  =  -i-q, 

et  par  con^^équent  il  faudra  arranger  les  signes  des  ra- 
dicaux de  manière  que  leur  produit  soit  positif,  ce  qui 
èxiçre  que  tous  trois  soient  positifs,  ou  qu'il  y  en  ait 
toujours  deux  pris  négativement  :  de  là  résulteront  les 
combinaisons  rapportées  dans  la  première  colonne,  qui 
seront  les  quatre  racines  de  la  proposée  dans  le  cas  de 
q  négatif,  tandis  que  celles  de  la  seconde  colonne  expri- 
meront ces  racines  dans  le  cas  de  q  positif. 
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Si,  dans  réquatiou 

en  fait  tz=-  j  les  fractions  dispai^aîtront  par  la  réduc- 

4    . 

tion  de  tous  les  termes  au  même  dénominateur,  et  il 
viendra 

réduite  semblable  à  celle  que  l'on  a  trouvée  en  z.  dans 
le  n^  17.  On  se  convaincra  facilement  aussi  que  les 
valeurs  de  x  rapportées  ci -dessus  s'accordent  avec 
celles  qu'on  déduirait  des  résultats  du   même  n^   17. 

Du  développement  des  puissances  fractionnaires  et 
négatives  en  séries, 

70.  On  a  \Ti  dans  le  n"  235  des  Elémens  ,  la 
division  prolongée  indéfiniment  donner  naissance  à  une 
suite  infinie  qui  exprimait  le  développement  en  termes 
monômes  d'une  fraction  \  et  dans  le  n°  237,  j'ai 
annoncé  que  l'extraction  des  racines  conduirait  aussi  à 
des  séries.  Pour  offrir  un  exemple  de  ce  dernier  cas,  je 
vais  extraire  la  racine  quan-ée  de  a^  -f-  b^, 


a»+i» 

b^        b^ 

¥ 

—  pf-r 

—a" 

°  +  2a      la^  • 

iQa^ 

+6' 

'  4'''' 

etc. 

b' 

la-i 

2a 

,    b'        M 

'    a       ^a^ 

etc. 
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La  racine  quarree  du  premier  ternie  étant  a ,  il  reste  /)% 

qu'il  faut  disiber  par  2a;  et  écrivant  le  quotient  —  à 
côté  de  a ,  àla  racine ,  on  aura  a  -\ pour  les  deux  pre- 
miers termes  de  cette  racine ,  et r--:  pour  le  reste  ; 

b^ 
doublant  la  racine  trouvée,  on  a  2a  -{ — ;  et  divisant  le 

a 

b^  .  M  . 

reste ; —  par  2  a ,  on  aura  un  quotient  —  -—3 ,   qni 

4  a^  o  a 

sera  le  troisième  terme  de  la  racine.   On  vérifiera  ce 

terme  suivant  la  règle  ordinaire ,  et  en  le  retranchant 

de 7—.,  on  aura  un  reste  sur  lequel  on  opérera  comme 

sur  les  précédens. 

Il  serait  aisé  d'imiter  cette  opération  pour  extraire  la 
racine  d'un  degré  plus  élevé;  mais  en  considérant  lez 
racines  comme  des  puissances  fractionnaires ,  on  les  dé- 
duit plus  simplement  de  la  formule  du  binôme  telle 
qu'elle  est  présentée  dans  le  n''  104  des  Elemens. 

En  effet,  si  l'on  change  \/ a"  -|-  b^  en  {a"  -{-  ¥y ,  et 
que  l'on  fasse  771  =  1  dans  la  formule  citée,  puis  qu'on 
y  écrive  a^  pour  x ,  b'^  pour  a ,  il  viendra ,  comme  ci- 
dessus  , 

/ b^        M     ,      ¥ 

X/a"  -\-b^:=a-^ ^—3 -h  -n-5—  etc. 

^  '  '2a        Srr        ibc^ 

Cet  exemple  suffit  pour  montrer  le  parti  qu'on  pour- 
rait tirer  de  la  formule  du  binôme  si  l'on  était  assuré 
qu'elle  eût  heu,  quel  que  fût  rexp'^s?mt  77i,  ce  qu'on 
ne  saux'ait  conclure  de  la  manière  dont  on  y  est  parvenu 

dans 
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dans  les  Elémens ,  puisqu'elle  suppose  que  jn  est  né- 
cessairement un  nombre  entier  positif.  Il  faut  en  consé- 
quence somnettre  cette  formule  à  de  nouvelles  vérifi- 
cations, propres  aux  differens  cas  que  l'on  veut  y 
comprendre. 

71.  Parmi  les  différentes  preuves  qu'Euler  a  données 
de  la  généralité  de  la  formule  du  binôme ,  la  suivante 
tient  le  premier  rang  par  sa  fmesse  et  sa  brièveté. 

Il  a  été  démontré  que  lorsque  m  est  un  nombre  entier 
positif,  on  a 

11-2  1  .2,3  » 

mais  on  ignore  à  quoi  répond  le  second  membre  de  cette 
équation,  lorsque  m  cesse  d'être  entier  ou  positif;  ce- 
pendant il  est  incontestable  que  ,  dans  ce  cas  même,  sa 
valeur  étant  liée  à  celle  de  m ,  il  peut  éti'e  regardé  comme 
le  développement  d'une  fonction  inconnue  de  jn.  En 
représentant  cette  fonction  par  f  (m)  ,  on  aura ,  en 
général, 

1  1-2  1  .2.3  l" 

Si  on  écrit  n  au  lieu  de  m ,  ce  qui  est  permis ,  on  aura 
de  même 


1  1-2  1 .2.3 

et  par  conséquent 

f(/'0  Xf(/7)rrr 
(1  1-2  1.2.3  '  "j 


i  '  1 


1.2.Ù  '  j 
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Examinons  maintenant  quelle  doit  être  la  forme  de  ce 
produit  que  je  désignerai  par  P.  Il  est  évident  que  si  on 
l'ordonne  par  rapport  aux  puissances  dez,  on  pourra 
i»  représenter  par  la  série 

jU,Jz-\-Bz^^  Cz'  -f  Dz^  +  etc. 

et  que  le  coefficient  de  l'une  quelconque  de  ces  puis- 
sances, de  la  cinquième,  par  exemple,  dépendra  de 
la  manière  dont  seront  composés  l'un  et  l'autre  des  fac- 
teurs, depuis  le  premier  terme  jusqu'à  celui  qui  renferme 
cette  puissance  ;  car  ce  sont  les  seuls  qui  concourent  à 
la  formation  du  terme  que  je  considère.  Mais  la  com- 
position de  ces  termes  ne  change  pas ,  quelles  que 
soient  les  valeurs  particulières  de  m  et  de  n  ;  et  si  elle 
est  connue  dans  un  cas  où  m  et  n  soient  des  nombres 
indéterminés,  elle  sera  la  même  dans  tous  les  autres; 
or  on  sait  que  lorsque  m  et  n  sont  des  nombres  en- 
tiers, le  produit  P  est  égal  à 

(i  -f  ^O"  (1  4-  2)", 

ou  à  (i-f^r-^% 

et  que 

(i-|_s)'n+n— i-j ^s-j -— ^  4- etc. 

c'est-à-dire  que  chacun  des  coelFiciens  des  puissances  de 
z  est  composé  avec  la  quantité  m  -f-  n ,  comme  les  coeffi- 
ciens  correspondans  des  facteurs  (i+z)'"  et  (i -f^)' 
le  sont  avec'les  nombres  m  et  n  :  donc  le  produit  P  , 
devant  conserver  la  même  forme  dans  tous  les  cas,  doit 
repondre  en  général  à  f  (m  -f  ")  )  et  il  résulte  de-là  quô 

f(m)  Xf00  =  f(^+")- 
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C'est  cette  équation  qui  renferme  le  caractère  fonda- 
mental de  la  fonction  désignée  pai"  la  lettre  f,  et  qui 
en  fera  connaître  la  nature. 

Si  Ton  change  n  en  n  -{-  p ,  elle  donnera 

f  (m)  X  f  (71  +  p)  =  f  (^1  -f  ^i  -f-  p)  ; 

et  comme 

f(„)Xf(p)=f(«  +  p), 
il  viendra 

f(m)  X  f  W  X  f  (p)  =:ï{m-}-n-\-  p). 

On  obtiendrait  une  semblable  équation  ,  quel  que  fut 
le  nombre  de  fonctions  multipliées  entr'elles. 

Il  suit  de  la  que  si  l'on  prend  un  nombre  k  de  facteurs 
é^aux  à  f  f  -7  j  ,  on  aura 

='(ï+i+i )='(»). 

puisque  -  X  «  =  «  j  et  par  conséquent 


('©)'='<" 


Tirant  de  part  et  d'autre  la  racine  du  degré  k ,  on  trou- 
vera 


f(|)=(fw)h 


mais /z  étant  un  nombre   entier^  f(//)zr=(i  ^z)^^   et 
r  équation  ci-dessus  deyient 
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il  est  donc  prouvé  que  f  (  7  )  ou  la  série 

h        h/h        \  h/h        \/h        \ 

1  -J--Z-J -z^-4 ^^ ~~^ ^z'4-etc. 

1  1.2  1 .2.3 

est  le  développement  de  la  puissance  fractionnaire  -r  , 
de  la  quantité  1  -|-  z. 

Passons  maintenant  au  cas  où  l'exposant  est  un  nombre 
négatif  :  on  a  alors 

m      -j-      71     =     Oy 

mais  d'un  autre  côté 

f  (771  -f  n)  =  (1  +  z)«  =  1  {Elém.  5j)  ; 

il  suit  de  là  que 

f(m)xf(/i)=:i. 

Mettant ,  au  lieu  de  m ,  sa  valeur  — -  /i,  il  vient,  quelle 
que  soit  n , 

et  puisque 

f  (n)  =  (1  +  ..)",        ^^-i^„  =  (1  +  z)-, 

il  en  résulte  que  f(  —  72)  ou  la  série 

.  _  'i  ^ + !iOL±0  ,._!i(:L±il%±f)  ^3 + etc. 

11.2  1  .2.3 

§»t  le  développement  de  (1  -f-  z)""". 
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On  passe  facilement  du  développement  de  (1  -}-  z)"^ 

À  celui  de  (x  +  a)'"  ;  car  si  l'on  fait  2i  =:  -  ,  on  a 


d'où  on  tire 

(x -f.  a)- =  x- (^1  -hj)", 

et  Ton  est  conduit  à  la  formule  du  n°  i^/^à^s  Elémens. 

72.  La  dém">nstration  précédente  ne  laisse  rien  à  dé- 
sirer du  côté  de  la  rigueur  et  de  l'elegance ,  mais  elle 
repose  sur  une  considération  bien  fine  ,  et  par-là  bien 
difficile  à  saisir  pour  les  commençans.  La  suivante  , 
fondée  sur  de  simples  opérations  de  calcul,  paraîtra 
peut-être  plus  évidente  à  beaucoup  de  personnes  ;  elle 
est  tirée  des  Transactions  philosophiques  (année  1796). 

L'examen  des  premières  puissances  de  1  -f-  ^  conduit 
naturellement  à  penser  que  le  développement  d'une 
puissance  quelconque  de  cette  quantité  _,  doit  être  de  la 
forme 

1  -f  Jx  -j-Bx'  -f  Cx^  4-  Z)x^  -f-  £x5  -f-  etc. 

les  coefïiciens  ^ ,  B ,  C,  D ,  E ,  etc.  étant  des  nombres 
entièrement  indépendans  de  toute  valeur  de  x.  Il  est 
visible  d'ailleurs  que  ce  développement  ne  doit  contenir 
aucune  puissance   négative   de  x;  car  s'il  avait ,   par 

P 

exemple ,  un  terme  de  la  forme  — ,  la  ?upposition   de 

x  =  o  rendrait  ce  terme  infini  (^Elem.  68  )  ,  tandis  que 
la  même  supposition  réduit  à  l'imite  toutes  les  puissances 
de  1  -\-  X. 

3 
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Cela  posé,  soit 

m 

(i  -f-  xyz=z  i  -\-  Ax  -ir  B^"  -f-  Cx"  -h  J^J^  -f  etc 
on  aura  aussi 

m 

(i  4-3')""—  1  +  -^J'  4-  ^J'"  -f  ^y  +  Dy^  -f  etc. 
et  faisant 

{1-1-XY=ZU,  (l  -f-j)«=:  V/, 

il  viendra 


(l   4_x)«3=ra-,        (!+>') 


et 

Mais  si  l'oii  fait  attention  que 

on  en  conclura  que 

u"  —  V"  =:  a:  —  j' , 
et  que 

-■=.-^ ^-{^  -^ Ll  -f  _^^ JU.  -f.  etc. 

W  —  v"-         X — y  X — y  X — y 

Or,  en  vertu   du  théorème  du  n'  i58  des  Élémeiis, 
on  a,  puisque  m  et  n  sont  des  nombres  entiers  , 

u"^ — V'"  ^=:(^u  —  v)  (u'"-*-f-  u'"-^i/ -f-  Mv'"-*-f-  y*""'  ) 

i/«  —  V"  :=  (a  —  v)  (a"-'  -f-  ii"-V +  Mi^""'  -f  i/"~'  ) 

et  la  division  par  la  quantité  x  — y  s'effectue  ;  il  viendra 
donc,  d'après  cela, 
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Cette  dernière  équation  devant  avoir  lieu,  quels  que 
soient  jv  et  y,  subsistera  encore  lorsqu'on  fera  ^=y} 
hypothèse  qui  donne 

et  qui  réduit  l'équation  ci-dessus  à (/') 


ni  u 
nu 


^^^  —  A -i-  a Bx -{-5  Cx^ -i-  4Dx^'  -{-D E x^ -i-^tc 


ou  a 
m 


/i 


u-"  =  u"  (^  4-  2  i5x  -f-  3  Cr^  +  4 Z)^:"  -f  5  £'x^-|-etc). 
^laintenant  si  l'on  met  pour  u"^  et  u"  leurs  valeurs 

m 

(i  -f-  ^)"  ^t  (i  -|"  •^)^  on  aura 


(i-f-a)"=:(i-fx)G-^-f2i?x+3<:x*-f4^^^+5£':^^+etc.) 


équation  qui  renferme  une  condition  propre  à  déter- 
miner les  coefficiens  ^,  ^,  C,  Z>,  etc.  du  développe- 

m 

ment  de  (i  -}-.r)".  En  effet,    si  l'on  substitue  ce  déve- 
loppement dans  le  premier  membre,  il  viendra 

j Ax-\ i5x*H Cx^-j Dx^  —  etc. 

n        11  n  n  n 

_  \A-\-iBx-]-'5  Cx*  4-  4Dx^  -f-  5  Ex^  -f-  etc. 
—  ]      4-    >t^r-f- 2^-2:^ -k  3  6x5 -U4Z>ar^  4- etc. 
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Si  l'on  n'a  point  perdu  de  vue  que  toutes  les  équa- 
tions par  lesquelles  on  vient  de  passer ,  doivent  se  vé- 
rifier sans  qu'il  soit  besoin  d'assigner  aucune  valeur 
à  a:,  on  en  conclura  nécessairement  que  leur  premier 
membre  doit  renfermer  précisément  les  mêmes  termes 
que  le  second ,  ou  ,  ce  qui  est  la  même  chose ,  qu'elles 
doivent  être  identiques.  Or,  pour  que  cela  soit,  il  faut 
que  les  termes  affectés  de  la  même  puissance  de  x 
soient  multipliés  dans  l'un  et  l'autre  membre  par  les 
mêmes  coelliciens  :  on  égalera  donc  les  coefficiens  du 
premier  membre  de  l'équation  précédente  à  ceux  qni 
leur  correspondent  dans  le  second  -,  on  aura  ainsi  les 
équations 


771 


zB  -f  ^  =  -    A  , 


5C  -\-2B:=-B, 


4D'\-5C  =  -^C\ 


etc. 
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A 
\B  —  — 


("-) 


B 


ce    qui  J^  =^ 
donnera 


("-) 


'G-) 


etc. 


.(i^-4) 


On  voit  par  les  dernières  équations  comment  les  cneOi- 
ciens  A  ,  B  ^  CjD,etc.  dérivent  successivement  les  uns 
des  autres.  Si  on  prend  leurs  valeurs,  ce  qui  n'a  aucune 
difficulté ,  et  qu'on  les  substitue  dans  la  suite 


DES     É  L  É  M  E  N  S     d'  À  L  G  E  B  R  E.  1  53 

1  _f_  Jx  -i-  Bx'  -\-  Cx^'  -f-  etc. 


on  trouvera 


(•+^)"=>+-.-i4 


2    2f:2_:^     ?-(:?._, Viî-,) 

—  7:-J ir-4 1-5 


1  1.2  1.2.0 

+  1-^ — J\n  y  \n — ;  _^,     ^^^ 

1.2.0.4 

J'observerai  qu'il  n'y  a  point  d'induction  dans  ce  qui 
précède ,  car  toutes  les  équations  qui  y  conduisent 
5i'>nt  symétriques ,  et  la  loi  de  leurs  termes  est  telle , 
qu'on  peut  en  concevoir  un  aussi  éloigné  qu'on  vou- 
dra du  premier.  Il  faut  remarquer  aussi  que  le  déve- 
loppement de  (i  -f-  ^Y  donne  celui  de  (i-f-^)'";)  en 
faisant  7^  =  1,  et  qu'ainsi  la  formule  du  binôme  se 
trouve  démontrée  lorsque  l'exposant  est  un  nombre 
entier. 

On  pourrait  encore  révoquer  en  doute  la  légitimité 
de  la  formule  pour  le  cas  de  l'exposant  négatif  \  mais 
pour  la  prouver,  il  suffira  de  montrer  que  l'équation  {V)y 
de  laquelle  se  tire  la  formule ,  a  encore  lieu  lorsqu'on 
y  change  m  en  —  m  :  or ,  c'est  à  quoi  on  pai'vient  en 
observant  que 

I  1         y"* —  w"* 


car  il  en  résulte 
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11^ ^w 

et  comme  par  ce  qui  précède ,  la  quantité -;j devient 

-^^^  lorsque  v  =  Uj  on  aura  pour  le  même  cas 


n  w 


u-'^—y-"' — 1        mu' 


Le  second  membre  de  l'équation    (^)   ne  changeant 
d'ailleurs  point  de  forme,  on   aura 


;^37-  =  A-\-  iBx  ^5Cx'-\-  4Dx^'^  5£x^-f  etc. 


équation  qui  ne  diffère  de  (7^)  que  par  le  signe  de  m , 
et  qui  doit  par  conséquent  conduire  aux  mêmes  résultats 
que  l'on  déduirait  de  l'équation  (/^,  en  y  changeant 
m  en  —  m. 

73.  Pour  appliquer  maintenant  la  formule  du  binôme 
à  l'extraction  des  racines ,  je  vais  chercher  la  racine  5^  de 

a  ~\-  b',  c'est-à-dire  ,  développer  (a -\-  b)' .  En  faisant 
m^=j  dans  la  formule  du  n°  i44  des  Elëmens  ,  et  en 
y  changeant  x  en  a  et  a  en  è ,  les  quantités , 


etc. 


m  a 

771 — la         in 

—  2  a 

2       x' 

3       x' 

deviennent 

1 
ib      5"" 

'b        l-^b 

\-' 

^'  5a'         2 

a'          3      a' 

4 

etc. 


DES     ÉLÉMENS     D'a  L  G  È  B  R  E.  l55 

et  en  réduisant , 

1  b             À    b             q    b  lA  b 

1       _  «,       .^  — . —u. ta.  — 1 —       ptr 

0  a  2..D  a  3.0  a  4.0  a 

En  faisant  les  produits  successifs  des  nombres  de  cette 
dernière  ligne ,  comme  l'indique  la  formule  citée ,  et 

multipliant  le  résultat  par  a\  on  trouvera 
(         D  a 


1.4  b^ 

1.4.9.1 

4M 

4  a* 

•4-9 

.3.55 

S' 

2.3.4.5 

Pour  employer  cette  formule  à  l'extraction  appro- 
chée de  la  racine  cinquième  d'un  nombre  donné ,  on 
partagera  ce  nombre  en  deux  poitions ,  de  manière  que 
la  plus  grande  soit  une  cinquième  puissance  exacte , 
et  on  la  prendra  pour  a  \  le  reste  sera  b. 

Soit  pour  exemple  le  nombre  sSo  ;  on  le  décomposera 
en  243 -f-  17,  parce  que  243  est  la  cinquième  puissance 
de  3,  et  on  fera 

«=243,  ^  =  17; 

il  en  résultera 

à}  =  z,    '-^22 

a       240 

En  substituant  ces  nombres  dans  la  formule  précédente  ^ 
la  racine  cherchée  sera  exprimée  par  une  suite  de  frac- 
tions de  plus  en  plus  petites.  Pour  l'évaluer  ,  il  faudra 
réduire  ces  fractions  au  même  dénominateur  ;  mais  on 
évitera  cet  embarras  en  les  convertissant  en  décimales. 
Dans  cet  exemple  ,  b  étant  moindre  que  la  dixième 
partie  de  a  l'approximation  sera  très-rapide. 
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Voici  les  différens  termes  de  la  suite ,  formés  chacun 
par  le  moyen  de  celui  qui  le  précède ,  d'après  ce  qui  a 
été  dit  plus  haut. 

1 ''terme -f  i.ooocooo 

2%  IX     :^==-^=:^  =  -f-o,Ol3qqi8 

3^^X2.g^=     —     £= —  0,000591 5 

4S^X3.g-=  C= -1-0,0000164 

_  7    b 

3^<-X--r-=         — -         D  0,0000008 


'2  5a 


-|-  1^0140082 — 0,0000923 
—  0,0003923 

-^  i,oi36i59 
3 


3,0408477 

Les  termes  qui  suivent  le  cinquième  sont  trop  petits 
pour  en  tenir  compte,  lorsqu'on  se  borne  ,  comme  je 
l'ai  fait,  à  7  décimales.  J'ai  retranché  la  somme  des 
termes  négatifs  de  celle  des   termes   positifs ,    et  i'ai 

multipHé  le  reste  par  g'  ou  3,  ce  qui  a  donné  3,0408477 
pour  la  racine  cinquième  de  260  ;  mais  quoique  le  ré- 
sultat ait  7  décimales,  on  ne  peut  compter  que  sur 
l'exactitude  de  la  sixième. 

74-  De  quelque  degi"é  que  soit  la  racine  qu'on  veut 
extraire,  on  procédera  comme  ci-dessus,  et  on  ob- 
servera en  général  que  ,  toutes  les  fois  que  l'on  em- 
ploiera la  formule  (x  -f-  a)""  pour  convertir  une  expres- 
sion en  suite  infinie ,  et  pour  approcher  de  sa  valeur 
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il  faut  que  le  premier  terme  x  soit  plus  grand  que  le 

second  a ,  afin  que  -  soit  une  fraction  ,    et  que  tous  les 

termes  devenant  de  plus  en  plus  petits  ,1a série  soit  con- 
vergente. 

yo.  Les  premiers  termes  du  développement  de 
(x-f-o)"*  sullisent  le  plus  souvent  pour  exprimer  d'une 
manière  très-approchee  les  racines  des  nombres  ;  et  c'est 
de  là  qu'ont  ete  tirées  plusieurs  formules  que  je  vais 
faire  connaître. 

Soit  proposé  d'extraire  la  racine  m'""'  de  la  quan- 
tité a'^-i'b  ,  dans  laquelle  a  est  une  quantité  beaucoup 
plus  grande  que  b.  Pour  cela,  comparant  au  dévelop- 
pement de  (a-f-Ç)'"  1^  quantité  proposée  aJ^-^-h ,  et 
effaçant  de  part  et  d'autre  le  terme  a"*,  on  aura 

hz=maJ^-'  qA — ^^ <-a'^-^q^'\ — ^^ ~r-^  ^  ^^  9  +  etc. 

^  1.2  ^  1.2.0 

résultat  auquel  on  peut  donner  la  forme  suivante  : 

7        ^      rr,    .  .  rn(m-i)    „   „     ,  m(m-i)(m-2)  „   ,  .   .  \ 

b=q{ma'"-'+-j~^a''-'^q+     \  _  ^\  g    'oT-'q'  +  etc.^ 

et  dont  on  tirera 

b 

n=; ' 

^    ,  ,  7n(m-i)  777(771-1) (771-2)   „    o  ^  , 

maJ^-'-^ ^^ ^-a"'-'^q-^ ^^ ^-^ti'^-^cf^^+etc. 

1.2  ^  1.2.3 

On  pourra  négliger,  vis-à-vis  du  terme  Tna'^~\  ceux 

qui  sont  affectes  de  la  quantité  q ,  si  cette  quantité  doit 

éti'e  une  fraction  assez  petite  ;    on  aura  une  première 

approximation  que  je  désignerai  parc',  et  dont  l'exprès- 

b 
sion  sera  q  = „— ;-• 
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En  prenant  un  terme  de  plus  dans  le  dénominateur 
de  l'expression  générale  de  q ,  et  ne  négligeant  que  les 
termes  affectés  de  q'-"  et  des  puissances  supérieures ,  on 
aura 

b  h  1 

9= ;r?;;r-,'i —Z7::^^X' 


m  (m — i)                ma"""''         ,  m  — i 
ma-'-'-i ^^ -aT'-^q  c-f-— q 

On  mettra  dans  le  dénominateur  du  second  membre, 
à  la  place  de  q ,  sa  valeur  q' ,  qui  resuite  de  la  première 
approximation ,  et  il  en  résultera  une  seconde  valeur 

'  ma^   ^  ,   771  —  1      , 

plus  exacte  que  la  première  \  on  pourrait  continuer  de 
cette  manière  ,  mais  je  me  contenterai  d'ajouter  à  ce 
qui  précède  l'exemple  donné  par  Lambert,  auteur  de 
la  méthode. 

Soit  m=zZ  et  a?-^-  b-=:^b^jZ^^Q. ,  on  trouve  que  le 
plus  grand  cube  contenu  dans  ce  nombre  est  45499295, 
cube  de  SSj  ;  on  a  donc  a^  ::=: 46499293,  b^^Zj^Z/^^, 
et  a  =  357.  On  obtient  ensuite 


Za"   '  ^  3a        a+9' 

.^574349^5^    55,,, 
2         1071  ^^ 

b         1       o4qj5322i 


^          oa         a  ÙDJ 

b           1  34q,53f22i             ^. 

^          ùa        a-\-q  ^^27^90 
et  par  conséquent 
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a  4- 9"  =357,9764. 

Ce  résultat  est  exact  jusqu'à  la  quatrième  décimale ,  et 
l'on  peut  s'en  assurer  en  faisant  a  =  358,  nombre  ti-ès- 
approchant,  et  duquel  il  resuite 

C^  =45882712,  è=:— 9070 

A  =  _28Z_°^_8,445o65 
Où  1074 

b    1  ^AASo^'S  „^         , 

3a  a  od8  ^ 

h        1  8,445o65  „r  u 

—  ^^      —  =  —  0,02359 1=9% 


3a  a-^q  357,9764 

d'où 

a +  9"  =357,976409, 

valeur  qui  s'accorde  avec  la  précédente  dans  les  quatre 
premières  décimales. 

h 
Si,  dans  l'expression    c(  =  — j^^-—  x 


ma"' j*  ,  m — 1 

:— 9' 


on  met  pour  a'  sa  valeur  — -- ,  il  viendra 

^         ^  ma"'~'^ 

^         2ma"'-f  (m— 1)6* 
d'où  il  suit 


2  /?t  G"'  ±1(7/1—1;/;* 


formule  à  laquelle  Haros ,  attaché  au  cadastre ,  est  par- 
venu sans  connaître  le  travail  de  Lambert.  Il  en  résulte, 
lorsque  m=::=2  et  7n=3 ,  les  expressions  suivantes  : 
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76.  En  faisant  m  =  j  dans  les  quantités  représentées 
par  A  et  par  B,  à  la  page  65  ,  elles  donneront,  si  a  sur- 
passe b  j  des  séries  convergentes,  au  moyen  desquelles 
on  obtiendra  les  valeurs  approchées  des  expressions 

Il  viendra 


j         3  f       ,    i.^^/>= 


i.s.5.  8  b^ 


3.8.9.120+ 

,     1.2.5.8.11.14  b^  } 

■^  3.6.9.12.15.18  a^        ^^''-  Ç 

^Ub      i.2.5Z>^         1.2.5.8.11    b'^ 
(3a       3.6.9a'         0.6.9.12.15  û^ 

1 . 2 . 5 . 8 . 1 1 . 1 4 . 1 7  ^7  1 

I ^- .  _i.  etc.  > 

3.6.9.12,15.18.21  a^  ') 

et  en  substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  du  n°  21 , 
on  aura  des  valeurs  approchées  et  réelles  des  racines  de 
r équation  du  troisième  degré  dans  le  cas  irréductible. 

Ces  séries  n'étant  convergentes  que  dans  le  cas  où  on 
sl  b<^a,  il  faudra  en  trouver  qui  procèdent  suivant  les 

puissances  de  -  pour  le  cas  de  b'^a,  ce  qui  se  fera  en 

écrivant  les  binômes  proposées ,  comme  il  suit  : 

(  b  \/^  4-  û  )"• ,  {  —  b  /^  4-  a  Y. 

Or, 


DES   ÉLÉMENS   D'aLGÈBRE.  i6i 

Or. 

puisque      ',        =  —  y — i  ;  de  même 

donc 

Les  développemens  des  facteurs 

(i— jv/=Tr  et  (i4-^v/~r 

«e  déduiront  de  ceux  de 

(i-^v^—)'"  et  (i4.^v/~r, 

en  changeant  -  en  y  ;  il  ne  restera  plus  qu'à  miiltiplier 
les  séries  résultantes  par  les  facteurs 

Pour  obtenir  (j/— i)"»,  lorsque  m=  ^  ,  il  faut  cher-» 
u.  L 
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cher  la  valeur  de  (  \/ — i)^ ,  et  l'élever  ensuite  àlapuis- 

sance  p.  Soitj'=(  [/  — i  )^ ,  ou  ,ce  qui  revient  au  même, 

y^={ — i)''^;  en  élevant  les  deux  membres  à  la  puis- 
sance 2q ,  on  aura 


y^''^=: — 1     ou    y^f  -j- 


o. 


Telle  est  l'équation  d'où  dépend  en  général  (  y — i)^; 
mais  lorsque  q  est  impair,  une  des  valeurs  de  cette 
expression  est  égale  à  -)-  \/ — i  ou  à  —  \/ — i  ,  selon 
que  q  est  de  la  forme  4^  "f"  i  ou  4^  +  3  (28) ,  parce 
qu'en  faisant  dans  le  premier  cas  j= — y  — 1 ,  et  dans 
l'autre    y=-^y—i,   on   trouve  y'^^=-y — 1.    Il  suit 

i 
de  laque  (y/— 7)^  =  —  V^ — 1.  En  effectuant  les  cal- 
culs pour  le  cas  où  771=  ' ,  on  trou\era 

,|Jia       1. 2. 5  a^        1.2. 5. 8. 11    c^  1 

^^—^  ^3  i  -  57^ F"^3.b. 9.12.15  F~^^^'  / 

S  ,1      .     2  C^  1.2.5.80+,  > 


£=z-^b 


et  on  formera  avec  ces  valeurs  un  second  système  de 
formules  qui  donnera  les  racines  de  l'tquation  du  troi- 
gième  degré,  lorsque  b^a. 

77.  On  a  en  général 

(û-f  Z)  V'Hr)'" -I- (a  — ^  V/~)'"  r= 

îi -<-  --  4-  —S ^>     ^    \ — ^ etc.  > 

1.2     a^  i.a.0.4      «^  J 


sa' 
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On  peut  obtenir  pour  la  même  expression  d'autres  de- 
yeloppemens  en  séries  dont  la  marche  soit  plus  rapide 
que  celle  de  la  précédente ,  et  cela  par  un  moyen  fort 
simple.  En  ajoutant  l'équation 


0+0"= 


. -LZ!Là-i    K'"— 0  b'    ,   m(m— i)(m— 2)è' 
"^   1  a-*-      1.2      F+  1      .      a      ■     5^  +  ^^''' 

avec  l'équation 


( 


'-iy 


il  viendra 

i'^ÏÏ  +  (-0=     ^ 

o/^T-i-^^^^—O^''    I  ^(^— 0(^— 2)(m— 5)M  < 

V'^i.sa^"^         1.2.0.4        a^^^^"^') 

et  si  on  eût  retranché  la  seconde  de  la  première ,  on 
aurait  eu 

(mh       m(jn — i)(/7i — 1)  b^  \ 
— -^ ^  T"  etc.    1  : 
1  a   '          1.2.0       a^     ^  J 

l'un  de  ces  résultats  ne  renferme  que  les  termes  qui  oc-- 
cupent  un  rang  impair  dans  le  développement  du  bi- 
nôme ,  et  l'autre  ceux  qui  occupent  un  rang  pair.  Si 
maintenant  on  ajoute  l'expression  de 


Â 
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(■+:)"+(-=)" 

trouvée  ci-dessus,  avec  celle  de 

déduite  des  séries  du  n*  28,  et  qui  serait 

(mCm — i)b^     ,   m(m-i)(m-2)(m-3)  M  \ 

' — r-r-^  +    1  -a. 3. 4    ^ -'''■) 

il  en  résultera 

^\  i.i2.3.4  a+'  / 

la  série  du  second  membre  ne  contiendra  plus  que  les 
termes  du  développement  du  binôme ,  pris  de  quatre  en 
quatre,  à  partir  du  premier. 

Retranchant  ensuite  l'expression  de 
de  celle  de 
on  trouvera 
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Hiv/=r)V(._^v=T)"-(.+^)-(.-j)-= 

^V  1  . 2  S^"^         1.2.3.4.5.6-       ?+^^'^/ 

le  second  membre  ne  contient  encore  les  termes  du  dé- 
veloppement du  binôme  que  de  quatre  en  quatre ,  maia 
à  partir  du  troisième. 

On  tire  de  la  première  de  ces  équations 

'+È^^)"+(~^-)"=-(-<-D"-(-l)" 

et  de  la  seconde  , 

(,+è^-)V(,_y=i)=(.+5)-+(,-iy 

/in(m-i)b''    ^  m(m-i)(m-2)(m-3)(77z-4)(m-5)  ¥  \ 

•'^VTTT"^'^        1.2.3.4.5.6        ^+^^"^7 


dessus  ne  se  termineront  point  ;  mais  si  la  fraction 


Lorsque  l'exposant  m  sera  fractionnaire,  les  séries  ci- 

b 
a 
est  fort  petite,  il  suffira  de  joindre  à  la  quantité.  . .: 

(i-|--)    "hfi )    ,unou  deux  termes  de  la  série 

qui  vient  après  :  on  pourra  souvent  se  contenter  de  l'une 
ou  de  l'autre  de  ces  valeurs: 

3 


%£S  COMPLÉMENT 

(■+Êv-)"+(-^>^)"= 
-(■+:)"-(■ -=)"+^. 

On  voit  par  le  signe  des  termes  qu*on  néglige ,  que  là 
première  doit  être  plus  petite  que  la  yraie  valeur,  et  que 
la  seconde  doit  être  plus  grande.  On  reconnaîtra  donc 
par  la  différence  des  résultats  obtenus,  le  degré  d'ap- 
proximation qu'on  aura  atteint.  Toutes  les  formule  s  pré- 
cédentes s'appliqueront  à  l'expression 

(a-\-b  V^— 7)"^  -f  (a  — 6  \/^Y, 
en  les  multipliant  par  aJ^. 

78.  Si  l'on  prend  la  différence  des  expressions  do 

(.+5^=T)"..   (,_é^=T)", 

qu'on  la  divise  par  \/ — 1  ,  et  qu'on  y  ajoute  ou  qu'on  en 
retranche  le  développement  de 

»r_('.  _»^■ 


(■+D-(-^• 


on  aura  les  deux  équations  ci-après,  dont  les   seconds 
membres  renferment  les  termes  du  développement  du 
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binôme  ,  pris  de  quatre  en  quatre,  à  partir  du  second  et 
du  quatrième. 

-(■+&■ 

'^  W  1.2.3.4.5  a^  "^^  ^7" 

+(■  Dr 

ym(m  —  i)(m — 2)P      m(m—i)...(m     G)  b^  \ 

~\ — 1.2.3 — a'  '    1 . 2  ...  7    ^ + '^''•y 

75.  Il  est  facile  de  déduire  du  développement  de  la 
puissance  n  du  binôme ,  celui  de  la  même  puissance  du 
po/y/zome quelconque  {a-j-b-^-c-^d-j-e-^-titc.).  Pour 
y  parvenir  d'une  manière  commode,  ]e  représente- 
rai,  pour  abréger,  le  développement  de  {a-{-by  par 

c"  -I-  Ja^'-'b  +  Bà^^b^  -f-  Ca^'-^h^  +  etc. 

Si  maintenant  on  suppose  que  b  se  change  en  b-^  c, 
ie  binôme  (a-f-Z»)  deviendra  le  trinôme  (a-f-^-f-<^)» 
et  il  faudra  écrire  dans  le  développement  précédent 

(i+c),    {b+cY,    ib+c)\    etc. 

au  lieu  de  b  ,b^ ,  P  ^  etc.    On  trouvera  par  ces  substitu- 
tions. 
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h)  C        ^"^  C        b^ 

résultat  qu'il  est  facile  de  continuer  aussi  loin  qu*on 
voudra.  Soit  donc  Na^'-^'b^'  le  terme  général  de  (a-f-^)% 
il  se  changera  en  A'^a''~'''(^+0"' j  et  faisant 

ft«'+.^'i»«'-^c+j5'è"'-^c^4-C'6«'-3c3...+A''3'*'-°''c«'^+etc* 
b^' 

il  deviendra  A^a''-"^  +Cb'''-^à 


.4-  etc. 


En  considérant  avec  attention  ce  développement,  on 
remarque  bientôt  que  dans  chacun  des  termes  qui  1© 
composent,  la  somme  des  exposans  de.s lettres  a,  6,  c, 
Bst  constamment  égale  à  n ,  mais  qu'ils  ont  d'ailleurs 
chacun  en  particulier  toutes  les  valeurs  qui  peuvent 
satisfaire  à  cette  condition  :  de  plus,  on  voit  que  le 
terme  général ,  c'est-à-dire  celui  qui  ne  renferme  que 
des  exposans  indéterminés ,  a  pour  expression 

Je  suppose  encore  que  c  se  change  en  (c  -f-  ^)j  et 
qu'on  ait 

c""+^"c""-'<i+£"c»"-=</'+C'c""-5tP. .  .4-A"'c'"'-''V'°+  etc. 
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en  substituant  ce  développement  au  lieu  de  c""  dans  le 
résultat  précédent ,  on  trouvera  que  le  terme  général 
de  (a-f  Z»-j-c-f  t/)"  sera 

;\' A''  A'"  a"-"'  b^-^"  c""-"""  d^'^. 

Il  est  facile  de  continuer  ce  procédé ,  et  on  voit  déjà 
que  iV*^"* -""*€"""  étant  le  terme  général  du  binôme 
(^d+ey,  celui  de  (af  è-fc-j-cZ+e)"  sera 

NN'  N"N"'  a"~"'  ô"'"~"''  ç-n'i—n'»  ^nv—n"i'  gn""^ 

îl  ne  reste  plus,  pour  avoir  chacun  de  ces  termes  géné- 
raux, qu'à  substituer ,  au  lieu  des  coefficiens  A^,  N'^ylS" y 
JS'" t  etc.  leurs  valeurs. 

Puisque  A^  est  le  coefficient  du  terme  a"~"'  Z>"' ,  dans 
le  développement  de  (  a  -|-  6  ) ,  on  a 

N^"'^"-'^ ^"-";  +  '\£7e>rr.i4i). 

1   .  a       n  ^ 

Si  on  écrit  au  numérateur  et  au  dénominateur  tous 
les  facteurs  compris  entre  i  et  zi  • —  ti  inclusivement^ 
la  valeur  de  cette  expression  ne  changera  pas ,  et  oa 
aura  alors 


i.a 7iXi-2....?i  —  n 

On  déduira  A''  de  A^en  changeant  n  en  n   et  n   en  nP. 
il  viendra  donc 


O" 


1  .  a  .  .  .  /i"Xï  .  a  . .  .  n'—n"* 


yn  aura  de  même 
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1    .  9 n 
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.If 

N" 


1   .  2  .  .  .  /i  Xi  .  2  .  .  .  n"     n" 

^^    ~i   .  2...;i""Xi  .^...11!"  ~n"" 

En  faisant  le  produit  N  JS'  N"  IS'" ,  avet  l'attention  d'ef- 
facer tous  les  facteurs  communs  à~la-fois  au  numéra- 
teur et  au  dénominateur,  on  trouvera 

1.2.3 n 


i.a..(/i-/iOXi 

.2.. (/l'- 

n")Xi-2..(/t"-/i 
fn  —  n   =zp 

Oxi.a. 

•or 

-n."")i.2..n" 

Soit  fait  pour 

abréger 

Jn"  —  n"'=:r 
fn"''~n""=:s 
\n""          =:t 

en  ajoutant  ces  équations,  il  viendra 

P  +  7 

+  r  +  5-f  i== 

n, 

et  l'on  aura 

1,2 

.  .  n 

hir' 

A'^' 

_.      .—  nP 

i.2...pXi.2...9Xi.2...rXi.a....sXi-2...i 

pour  le  terme  général  de  (  a  -f-  ^  +  ^  -f"  '^  4" 0"  •  ^^  ^^ 
il  est  facile  de  déduire  celui  de  la  puissance  n  d'un  po- 
lynôme quelconque. 

Avec  le  terme  général ,  on  formera  le  développement 
cherché,  en  observant  qu'il  doit  contenir  toutes  les 
puissances,  depuis  o  jusqu'à  n  inclusivement,  de  cha- 
cune des  lettres  a,  è,  c,  c?,  e,  etc.  et  que  la  somme  des 
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exposaiîs  dans  quelque  terme  que  ce  soit,  doit  toujours 
être  égale  à  n.  Quant  au  coefficient  numérique  ,  la  for- 
mule précédente  fait  voir  comment  on  le  déduit  des 
exposans  du  terme  qu'il  affecte. 

Pour  donner  un  exemple,  je  prendrai 

En  ordonnant  le  développement  de  cette  puissance  par 
rapport  à  une  même  lettre,  je  suppose  que  ce  soit  a, 
on  n'aura  plus  qu'à  chercher  tous  les  termes  qui  doivent 
contenir  chaiTue  puissance  de  a;  la  manière  dont  je 
vais  former  ceux  qui  sont  affectés  de  a^,  fera  voir  com- 
ment il  faudrait  s'y  prendre  pour  toute  autre  puissance. 

J'écrirai 

a"  P  a"  c^  or  â? 

a"  b^  c  a"  e  d 

a"  ¥  d         a^  c   d'' 

ar  b    c   d 
d"  b   d"- 

Je  ne  m'arrêterai  pas  à  former  les  coefficiens  , 
parce  qu'il  n'y  a  aucune  difficulté  à  cet  égard ,  en  se 
rappelant  que  toute  lettre  qui  ne  porte  pas  d'exposant 
est  censée  en  avoir  un  égal  à  l'unité. 

Si  n  n'était  pas  un  nombre  entier  positif,  la  condition 
exprimée  par  l'équation  p-f"7~}-^"f"'^-H--î"---^=^^  pourrait 
paraître  difficile  à  remplir;  mais  on  évitera  cet  inconvé- 
nient en  donnant  au  polynôme  a-^b-\-c-\-d-\-e-\-<z:tc.  la 
forme  d'un  binôme  (a-j-j:)",  dans  le  développement 
duquel  on  substituera,  au  lieu  des  puissances  de  x  ^  qui 
seront  nécessairement  positives  et  entières,  celles  du 
poh-nome  3-|-c-f  c?-|-e-|-etc. 
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80.  On  poiUTâit  faire  usage  des  formules  précédente! 
pour  développer  l'expression 

(  G  +  6x-f  ex*  +-^-^^  + )" 

suivant  les  puissances  de  x\  mais  on  y  parviendra  dune 
manière  plus  simple,  en  supposant 

A ,  B y  C ,  Z)  ,  etc.  étant  des  coefîiciens  indéterminés,  ce 
qui  donne  aussi 

€t  faisant  pour  abréger 

a'\~bxA~cx'^-\'clr^-\-  ,  .  .  .■=u  , 
a-^-by  -}-  cy^  +  dy^  -|-  .  .  .  .  =  v  , 

on  trouvera 

u"^v»_^  B(x—y)  -f  CÇr'^—j")  4-  D  (jx'^—y'^)  4- etc. 

u  —  V       b(x—y)  -f-  c  (x^ — y^)  -j-  d  ix^—y')  1    etc. 

Les  deux  termes  de  la  fraction  du  second  membre  de 
cette  équation  sont  divisibles  par  x—y  ;  en  effectuant 
la  di\îsion ,  on  trouvera 

B^C(x^y')-^D(x''  +  xy'hy^)-^etc. 
b-^c(ix-\~y)-r-d  {x'^-^xy  -f  r)  -{-  etc- 

Si  on  fait  x  zrzzy  ,    on  aura  en  même  temps  u=:u;  et 

11^ j^n 

le  développement se  réduira,  dans  cette  hypo- 
thèse ,  à  nw""*  ,  quelle  que  soit  n ,  ainsi  qu'on  le  con- 
clurait facilement  du  n°  72 ,  et  l'équation  précédente 
deviendra 

.     ,  7     ,       ,  .    7  ,  ,       ^    ,      B-^-QCx-i-oDx^-hetc. 

n{a+ox^cx^4.dx^+Gtcy-'=-r-^ ^  ^  ,   ,     

'         *  '         ^      ^  6-f2cx"-f-o<ix=^-|-etc. 
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mais 

J^Bx  -i-  Cx^  -^  Dx^  -f  etc. 
a  -f-  bx  -f-  cxr^  -|-  dx:^  -|-  etc. 
par  l'hypothèse  ;  on  aura  donc 
72(^4-^x4- Cx"~f-^ J^' 4- etc.)_  B-\-<iCx'\-ZDx^-'  etc. 

a  -{-bx-^-cx^  -\-dx^  -f-^^^*  "      ^  -j-2cx-f-3c^-^^-r * 

et  chassant  les  dénominateurs, 

^-f-^.r-fCx=^-|-Z)x^-f£:^4.etc.)(^-h2ca;i-3rfx"-4.4exHetc.)  = 
;^+2Cx4-oZ)x^4-4£'a7'^+etc.)(a-)-^>x-fcx^-f-£/x'  +  ex-^-[-etc.)  : 

faisant  les  multiplications  indiquées,  il  tiendra 


nbA+  nbB 
•^Q-ncA 


x-f-  nbC 
-\~Q.ncB 
-\-ZndJ 


x^-f  nbD 

-f-2^cC 

■i-5jidB 


x'-j-  nhE 

-{-271  cD 

-\-5ndC 
-\-4neB 

^SnfA 


x^-|-etc. 


'aB-\-  laC 
-f-  bB 


'-f-3aZ) 

x^  +  4a£ 

x^-f5aF 

-h2èC 

-^ohD 

Jr^hE 

+   c^ 

-f  2CC 

^  -^5cD 

+  Ji? 

■i-QdC 

+  eB 

r^+etc. 


En  comparant  les  coefficiens  des  puissances  homologues 
de  X ,  on  trouvera 

aB—nbA 
Q.aC-=:{n — i)bB-\-2.ncA 
3aD=(n^2')  b  C-f-(o  n—  i)cB-^5ndA 
4aE:=:^(in^5)bD-{-l2n—2-)cC-\-(3n^i)dB+4neA 

6aF=z(^n^4)bE'\'(i2n-^o)cD-j'(pn'-2')dCi'{4n--i)eB+5nfA 
etc. 


X';4  COMPLÉMENT 

La  loi  de  ces  valeurs  est  facile  à  saisir  :  tous  lescoef- 
ficiens  B  j  C ,  D  j  etc.  seront  dctermin es  lorsque  A  sera 
connu  ;  mais  on  voit  qu'il  exprime  la  valeur  du  dévelop- 
pement lorsque  x=:o  ,  et  dans  ce  cas,  la  fonction  pro- 
posée  {a-j-bx-j-cx^-j-djc^-^ )"  se  réduit  à.  a"  ;  on  a 

donc  A=za.''. 

En  calculant  d'après  cette  valeur,  celle  des  lettres 
JB  ,  C ,  D  ,  etc.  on  trouvera  facilement  que  la  puissance 
n  du  polynôme  a-\-bx  -\-  ex""  -\-  dx^  -j-  etc.  a  pour  ex- 
pression 

'  1.2.0 


+ 


— ^ ^-a^'-'-bc) 


+ 


1.2.5.4  j  1.2.0.4.5  ' 

77(7l-l)(7l-2)(;Z-5)^^.,^3^ 
1     .2.3.1 


1.2.1 
1     .    1 


bd^ 


H- 

-I- 

+ 

4- 
•4- 


7î(7Z-l)(7l-2)         .,      ,j 

-^ ^-^^ ^-a^'-'b^dl 

1.2.1 

1.1.2  ^     ' 

1   .  1 
i  .  1 


Moivre  ,  qui  donna  le  premier  la  formule  précédente , 
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fitaussiremarquer  la  loi  suivant  laquelle  on  peut  former 
chacun  des  termes  qu'elle  contient;  mais  comme  je 
n'aurai  pas  occasion  de  l'employer  fréquemment ,  je 
ne  m'arrêterai  pas  davantage  sur  ce  sujet.  J'ob- 
serverai seulement  qu'il  n'existe  point  de  fonctions 
algébriques  qu'on  ne  puisse  développer  par  ce  qui  pré- 
cède ;  car  les  plus  générales  ne  sauraient  ctre  que  des 
combinaisons  de  monômes  ou  de  polynômes  élevés  à  deg 
puissances  positives  ou  négatives,  entières  ou  fraction- 
naires. 

De  la  sommation  des  séries  dont  le  terme  général  est  une 
jonction  rationnelle  et  entière  du  nombre  de  leurs 
termes. 

81 .  J'ai  donné  dans  le  n*  229  des  Élémens  la  somme 
des  termes  d'une  progression  par  différences, 

a,b,c,....k,  l, 

dont  la  différence  était  S" ,  et  le  nombre  des  termes  n; 
je  suppose  maintenant  qu'on  élève  chacun  des  termes 
de  cette  série  à  une  même  puissance  ,  et  je  vais  considé- 
rer la  série 

a"",  è'",  c'" k"",  /'". 

On  forme  d'abord  le  développement  de  ces  quantités 
en  élevant  à  la  puissance  jn  chaque  membre  des  équa^ 
tions 

b^za-^'S',     c^ib-j-S" Iz^k^S", 

«t  on  a 
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è-  =  a'" -f  —  a^-'S -f- ^i^  —  '}  ^m-,  j.  ^  ^^ç 
1  1.2  ' 


c' 


==èm  ^  !ÎL  ^^,n^.J^^(^~l)  ^.-,^.     ,    etc. 

1  1    .   a  ' 

^^^cm^!l^m~.j^^(^-0  c— ^*-f  etc. 


/'"  —  /i"^  +  ^  k^—'  J^  -f.  ^îi^^^î: -^  /t— »  cT»  -f.  etc. 

1  1.2- 

En  ajoutant  respectivement  entre  eux  les  premiersetles 
seconds  membres  de  ces  équations ,  effaçant  les  termes 
communs  aux  deux  sommes,  et  transposant  a"'  dans  la 
première ,  il  viendra 


1 .2 

1.2.3 

-f-  etc. 

a^b  +c -f^  +  ^  =«5» 

a"*_^è'"-}-c'" -f-A'"-f-/'"=5m, 

on  aura 

a  4-Ô  +€ -f  ft  =5x— / 

^m_|_£,m  ^  ^m ^/j/"— 5,^— /'''  ; 

et 
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et  d'après  cette  notation,  l'équation  (i)  se  changera  en 

+"'^'"-'1^";-'^  PiS„_,-l-^)  +  etc (.). 

Ce  résultat   contient  une  relation    entre   les    diverses 
sommes  Si,  S^i, Sm-i ,  et  fera  connaître  la  der- 
nière lorsque  les  auti^es  seront  données. 
Supposons  d'abord  7n  =  i  ,  il  viendi'a 

©r ,         Sc:=:a°  -^b'-i-c^ 4.  /jo  -f. /o __.  ^ . 

on  aura  donc 

©u  bien 

/=a4-(/i--i)cr, 

ainsi  qu'on  l'a  obtenu  n°  228  des  Élémens. 
Faisant  ensuite  7»  =:  2 ,  on  aura 

/  —  a  _        , 

et  en  mettant  pour  60  —  r ,  on  trouvera 

d'où 

^^-  TT  ET ' 

et  comme  / —  a -j- S  :=:  n  S" ,  on  obtiendra 

s,  M 
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6,- , 

de  même  que  dans  le  numéro  229  des  Elémens, 
La  supposition  de  m =3  donnera 
/3_^3-_3  j  {S.—l^)  -f-3  cT^C^,— /)  -f  J3  (5^—/») . 

substituant  dans  cette  équation  pour  So  —  1°  et  Si  —  l  ^ 
les  valeurs  trouvées  ci-dessus ,  elle  deviendra 

et donnera 
6,-/+ ^^;  ^ : 

Il  est  facile,  en  continuant  ainsi,  de  parvenir  aux 

valeurs  de  ^3,  S^y  etc. 

82.  Thomas  Simpson  a  donné  aussi  un  moyen  très- 
simple  pour  obtenir  immédiatement  la  somme  des  puis- 
sances semblables  des  termes  de  la  progression  par  diffé- 
rences ,  et  qui  revient  à-peu-près  à  ce  qui  suit  : 

La  somme  des  premières  puissances  étant  i3=: » 

devient-  ii^  -] n,  lorsqu  on  met  pour  /  sa  va- 
leur a-f-(" — i)*^?  l'analogie  porte  à  conclure  de  là 
que  la  somme  des  puissances  du  degré  m  peut  être  ex- 
primée par 

^,jm+i  j^  j^jj^m  j^  ^^m-i ^  Mjl  , 
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les  lettres  A^  B,  C\.  .  .  .  31 ,  désignant  des  quantités  in- 
dépendantes de  n  ;  on  aura  donc ,  dans  cette  hypothèse  , 

^„m4-i  ^  ^„m  _|_  ^^m-i -f-  ^/,7  === 

Mais  si  l'on  augmente  la  progression  proposée  du  terme 
c-j-n  consécutif  àa-f-(" — 1)  >le  nombre  des 
termes  deviendra  alors  n  1  ,  et  substituant  ce  dernier 
au  lieu  de  ti  dans  le  premier  membre  de  l'équation  ci- 
dessus ,  Oi.  trouvera 

^(^4-l)'"^-I-|-5(n-f-l)'"+C(7^-f-l)—^..-f3/(;^4-l)  = 
c-4-(û+.  )-4-(û-f-2cr)"\..4-(a-f-(/i-i)=r)--4-(a+7i  )- 

retranchant  de  cette  dernière  équation  celle  qui  pré- 
cède ,  il  viendra 

^[(/i+ i)'"-+-'-72'"-+-^]-f-i5[(;z-f  i)'"-;i"^]-f-C[(;i-f  O'^-t-n"» -] 
-{-3/=:(a-f-/2cr)'. 

En  développant  les  deux  membres  de  ce  résultat,  et  en 
les  ordonnant  par  rapport  à  /i ,  il  prendra  la  forme 

1  '1.2  1.2.0  ' 

1  1.2  ' 

771 — 1    ,, 

+  -^— Cn^'^-^ -l- etc. 

Egalant  entre  esx  les  coefFiciens  des  term.es  semblables 
de  chaque  membre ,  on  aura 


l8o  C    O   iM    F    L   É   M   E   N   T 

1 

1.2.  1  1 

(m4-i)m(/7i-i)^^      777(m— i)^      ^^— ^  ^_,^(^--0  ^.jn,. 

1.2.3  ""l-Û  1  1.2 

(7n-^i)m{m-i)(^m-2.)  m(m-i)(m-2)  (m-i)(r/i-2)         m- 

1.2.3.4  1.2.3  "^         1.2  "^      i 

^  777(7.1 -l)(m-2)  ^3 ^^^_3 
1.2.3 

etc. 

d'où  on  tirera 


77i  -}-    1 


2 

2  2  2.3 

^___77l(77l— l)^3j^_3       m— 1    ^       777(771—0^        (77l4-l)m(7n—l)^^ 

2.3  fl  2.3  2.3.4 

etc. 

Si  dans  ces  formules  on  fait  successivement  m=:  1 , 
777=2,  7n=3,  etc.  que  l'on  substitue  dans  l'expression 
^n,'"-+-t  _j-  Bn'"-  -f-  etc.  les  valeurs  qu'elles  donneront  pour 

les  coefïiciens  ^,  B,  C,  et  que  l'on  désigne  comme 

ci-dessus ,  par  Si  la  somme  des  premières  puissances , 

Sa.  celles  des  secondes,  ^^3  celles  des  troisièmes on 

trouvera 

Oi=-7r-i n 

2  2 

5a=~7l34  . 71=^-^ — -L 71 

D  2  D 
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83.  Je  ne  pousserai  pas  plu5  loin  ces  valeurs ,  mais 
j'en  ferai  l'application  à  la  progression  formée  par  la 
suite  naturelle  des  nombres 

f  1  .2.3 n. 

Dans  cette  progression , 

«=  1  ,      cr=  1  ,      /=:7î  , 

et  par  conséquent 

c  " 

1 

^  JÏ^  4-Jl  77  (  71  -|-  1  )  ^ 

Oi 

2.  1 

^ Qn^-\-3n^-\-n n  (71-f  i)  (27i-f-i) 

^  G  1.2.3 

S,=  ^ =— ^- 

etc. 

84.  Au  moyen  de  ces  formules,  on  peut  trouver  la 
somme  de  toutes  les  progressions  dont  le  terme  général 
est  exprimé  par  des  puissances  entières  et  positives 
de  n. 

En  elTet,  si  le  terme  général  d'une  série  était  an^ ,  la 
quantité  a  ne  changeant  point ,  il  est  évident  que  la 
somme  de  cette  série ,  dont  chaque  terme  se  tire  de  l'ex- 
pression anP ,  en  faisant  successivement  72=1 ,  72=2,  etc. 
gérait 

iP.  a-f-2P  .a  +  3P  .  a  +  4P  .  a..  ..  .+7iPa 
=  (iP-|-2?-{-3P-i-4P +nP)az=:aSp. 

Il  suit  de  là  que  la  somme  de  la  série  dont  le  terme 
général  est  anP  -f-  bn'^ ,  a  pour  expression  aSp  -|-  bS^-^ 
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car  chacun  des  termes  de  cette  série  est  la  somme  des 
termes  qui  se  conrespoudejit  dan$  les  séries  dérivées  de 
anP  et  de  hnf. 

Enfin  le  terme  général  étant  arV  -]-  bn^  —  en'',  la 
somme  sera  a  Sp  -}-  Z)  .9,  —  cSr,  puisque  chaque  terme  de 
cette  dernière  suite  est  égal  à  la  différence  entre  les 
deux  termes  qui  se  correspondent  dans  la  série  dérivée 
de  anP -f  bni ,  et  dans  celle  que  donne  cn^'y  et  il  est 
évident  qu'on  doit  obtenir  le  même  résultat  en  faisant 
la  soustraction  terme  à  terme,  ou  en  prenant  la  différence 
des  deux  sommes  respectives. 


85.  Soient  pour  exemple  les  suites 
ji 

1 


1.2.3.4- 

1  .  3.  6  .  lo. 


1.4    10  .  20 
etc 


n(n  -1-1) 

1   .  2 
n{n-\-i)  (714-2) 

1.2.3 


qui  contiennent  les  coefficiens  des  termes  du  dévelop^ 
pement  des  puissances  négatives  du  binôme  ,  et  dont 
les  termes  généraux  sont  les  coefficiens  relatifs  à  la  puis- 
sance —  n. 

La  première  est  la  progression  par  différences  dont  le 
terme  général  =.71^  et  est  égale  par  conséquent  à 

n^  4    71 7Î  (  71  -f- 1  ) 

2       """  2 

La  seconde  ,  dont  le  terme  général  est 

n  (  71  f  1  )    Ti^-i~n 

1.2  2 
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peut  être  considérée  comme  la  moitié  de  la  somme  des 
suites 

1+4-1-94-16 +71* 

1+2+3+     4 +  71. 

La  somme  de  1  une  étant  5»= 4? —'  >  ^^  celle  de 

b 


'oiihr<:>    C     

n'  +  n 

Sa +5, 

2,         ' 

n^  +  on*  +  271 

,    et  que  par  conséquent  celle   de   la   suit® 


71  (;i+  1  )  <  71  +  2) 

2  6  1.2.3 

La  troisième  suite  proposée,  ayant  pour  terme  général 

n(7z+ 1)  (71  +  2)        n^^3n^-i-  an 

— — - — ^  \    ' — -  = ■ pr— ' ,  peut  se  decom- 

1 .2.3  6  ^ 

poser  en  trois  autres  ,  dont  les  termes  généraux  seront 
respectivement  -pr ,  —^ ,  -^  ;  et  il  est  aise  de  voir  que 

les  sommes  de  ces  smtes  auront  pour  expressions  -r- , 
35a    2S, 

proposée  sera 

53+35.+  25,_7l^+67l^+117Z^+G7t_7lC71+l)(n+s)(yi  +  3) 

6  24  1.2.3.4 

Les  suites  que  je  viens  de  sommer  font  partie  de 
celles  qui  sont  comprises  sous  la  dénomination  de  nombres 
Jîgures ,  à  cause  de  leur  rapport  avec  certaines  figures 
de  géométrie.  On  voit  que  la  somme  de  chacune  est 
la  même  chose  que  le  terme  général  de  la  suivante; 
ensorte  que  la  seconde  est  formée  des  sommes  par- 
tielles de  la  première ,  la  troisième  l'est  de  celles  de  la 
seconde,  et  ainsi  des  autres. 
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Des  séries  récwrentes. 

86.  On  a  vu  (^Elem.  sSS)  la  progression  par  quo-s 
tiens^ 

a  -j-  aq  -j-  aq^  -j-  aq^  -j-  etc. 

naître  du  développement  de  la  fraction ;  ceci  con- 
duit naturellement  à  examiner  les  séries  qui  peuvent 
résulter  du  développement  d'mie  fraction  quelconque. 

Supposons  d'abord  qu'on  ait  la  fraction  — — •   ,.     :  pour 

a  -\-  b  X 

la  développer,  on  peut  se  servir  de  la  formule  du  binôme  y 

puisque    ,    ,    ,,     ■=!  a(cL    +  h'x)~^,  ou  bien   encore 
a  -\-  b  X  V        .  j     . 

supposer  que 

,   ,^;,     =  ^-f-^x-h  Cx"  -^Dx?  -^Ex^  +  etc. 

les  lettres  v^,  B ^  6*,  etc.  désignant  des  coefîiciens  indé- 
terminés. En  multipliant  les  deux  membi  es  par  c^  -\-  b'x.j 
et  passant  tous  les  termes  dans  un  seul,  on  aura 


a'  A-\-a'  B\x  -{-  af  C 
^a-i-b'M      ^b'  B 


i^  -f-  etc.  ^ 


x^'-^a  D 
-i-b'  C 

cette  équation  devant  avoir  lieu ,  quelque  valeur  qu'on 
donne  à\r ,  il  faudra  égaler  séparément  à  zéro  les  coeffi- 
ci^ns  de.  chaque  puissance  de  a: ,  ce  qui  donnera 

a' 
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et  on  voit  que  chaque  coefficient  de  x  ,  de  la  suite 
A  -\-  Bx  -\-  Cx^  4-  Dx^  -\-  etc.  est  formé  ,  dans  le  cas 
actuel  de  celui  qui  le  précède  ,  multiplié  par  la  quantité 

—  -7 ,  OU  que  chaque  ternie  est  le  produit  de  celui  qui 
Ig  précède  par ~. 


Soit  encore 

a  -^  bx 

d -\-b' X -\- c  X' 


■=  A  -^  Bx  -{-  Cx^  +  Dx'  -f  etc. 


en  opérant  sur  cette  fraction  comme  sur  la  précédente, 
il  viendra 


aA'\-a'B 


x^a'C 
-\-b'B 
-hcA 


a'D 

■b'C 


x^  +  etc.  ^ 

-f-  etc.  >  =  o; 


-f-  cB  -f  etc 


.1 


et  on  aura  par  conséquent 
a  A  —  c  =  o 
aB  -\.b'A  —  b  =c 

a'D-hb'C-i-c'B=zo 
-  etc. 


a 


B  — 


b-  FA 


C  =z 


—  c'A  —  b'B 


D~ 


^c'  B-^b'C 


etc. 


Ici  chaque  coefficient^  à  partir  du  troisième  ,  est  déter- 
miné par  les  deux  qui  le  précèdent,  multioliésrespecti- 

y-ement  par  les  quantités 7 , 7 ,  et  par  conséquent 
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chaque  terme  de  la  série  se  forme  des  deux  précédens, 

multipliés  respectivement  par 7-  , ~, 

Enfin  soit  pour  dernier  exemple 

a  -\-  hx  4-  rx*  ^        „      .    ^  ^    ~ 

a  -\- b  X -\- c  x^ -\-  dx^  1  1  «  » 

^n  trouvera  dans  ce  cas  que  le  coefficient  d'une  puissance 
quelconque  de  x  dépendra  des  trois  qui  le  précèdent  , 

multipliés  respectivement  par  les  quantités 7 , 7  , 

7 ,  et  qu'un  terme  quelconque  de  la  suite  sera  formé 

par  les  trois  précédens ,  multipliés  respectivement  par 
d'x^  c'x^  b'x 


Il  est  facile  de  conclure  des  exemples  ci-dessus,  qu'unts 
ftaction  rationnelle  de  la  forme 

a  -\-  bx  -\-  ex"" -f-  px^~' 

a!  +  b'x  4-  c'o;^ 4-  px'''-'  +  q'x^  ' 

engendrera  une  suite  dans  laquelle  le  coefficient  d'un 
terme  quelconque  dépendra  d'autant  de  coefficiens  pré- 
cédens qu'il  y  a  d'unités  dans  le  plus  haut  exposant  du 
dénominateur.  Il  faut  cependant  observer  que  cette  loi 
n'a  lieu  dans  la  série  qu'après  autant  de  termes  qu'il  s'ea 
trouve  au  numérateur. 

.  ,  q'  d'  c'  b' 

Les  quantités  —  -7 .... . 7  , 7 ,  —  -7  ,    par 

^  a  a  a  a        ^ 

lesquelles  il  faut  multiplier  les  coefficiens  des  termes  qui 
précèdent  celui  qu'on  cherche ,  portent  conjointement 
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le  nom  à' échelle  de  relation  ;  et  la  relation  constante  qui 
existe  toujours  entre  un  même  nombre  de  termes  consé- 
cutifs de  ces  séries ,  les  a  fait  a-p^elev  séries  récurrentes. 
On  peut  se  proposer  pour  ces  séries ,  comme  pour  les 
progressions,  les  deux  questions  suivantes  :  1°.  Déter- 
miner l'expression  d'un  terme  quelconque  ^  indépen- 
damment de  ceux  qui  le  précèdent ,  ou  le  terme  général. 
2°.  Trouver  la  somme  d'un  nombre  quelconque  determes 
de  ces  suites.  La  deuxième  question  est  la  plus  facile  à 
résoudre  ;  aussi  commencerai-je  par  celle-là. 

gj.Soit^-f-^-f-C-fZ) j^H-\-lJfK-\-L, 

une  série  récurrente ,  dont  chaque  terme  ne  dépende 
que  des  trois  qui  le  précèdent-  cet  exemple  suffira  pour 
montrer  comment  le  procède  s'appliquerait  atout  autre. 
La  nature  de  la  série  proposée  fournira  les  équations 
suivantes  : 

pA-^-qB-i-rCJ^sD  —  o 
pB  +  qC-\-rD-^sE  =  Q 
pC  -^qD-i-rE  +  sF—o 
pD-^-qE  -{-rF-\-sG-—o 


pH^q  J^rK-irsL  =  o. 

En   prenant  la  somme  de   ces    équations ,  il  tien- 
dra 

p^JJrB-iC^D H-^)  :  ç(i?4-C+i)...-|  /)  ?^, 

+  r{C-{D -,  A)     s(^D '\L)S~   ' 

et  si  on  désigne  par /la  somme  de  tous  les  termes  de  la 
série  proposée  ,  on  aura 

pif-I-K-L)  +  q(f-J-K-L)] 
^,(f~A-B-.L)  +  s(if-A-B-C-)j       ' 
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d'où  on  tirera f^=^ 

p-rq+r-\-s 

On  voit  par  conséquent  que  la  somme  demandée  ne  dé- 
pendra que  des  trois  premiers  termes  et  des  trois  der- 
niers. 

88.  La  même  méthode ,  due  à  Thomas  Simpson  ,  fait 
connaître  aussi  la  fraction  d'où  la  série  proposée  tire 
son  origine.  Il  faut  pour  cela  considérer  cette  série 
comme  indéfinie ,  c'est-à-dire  ,  faire  abstraction  des  der- 
niers termes.  Dans  cette  hypothèse,  le  nombre  des 
équations 

pB-\-qC  +  rD-\-sE==o 

pD-i-qE-{-rF'\-sG  =  o 
etc. 

devient  illimité  ;  en  les  ajoutant  ensemble  on  à 

p{A^B-\.  C+Z?-f  etc.)+f/(5+C-HZ>+etc.)? 
-f-r(C-fZ)+etc.)+^(Z)4-etc.)  S~^' 

ce  qui  donnera 

si  on  représente  par  y  la  somme  de  tous  les  termes  de 
la  série  continuée  à  l'infini ,  ou ,  ce  qui  revient  au  même, 
lafraction  qui  l'a  produite  par  son  développement.  De 
cette  équation ,  on  tire 

.A-\r{AJrB)-^s{A^BJ^C), 

p^q  +  r^^ 

Soit ,  par  exemple  ,  la  série 

;  +  2  X -j- 8  07^  +  28  x^ -f- 1 00  x^  4- etc. 
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dans  laquelle  chaque  terme  est  formé  des  deux  précé- 
dens,  multipliés  respectivement  par  20:*  et  par  3x  , 
comme  on  peut  s'en  assurer  en  remarquant  que 

8x^=1  X2x^-f-2xx3a:,28x^'=:2xX2x^4-8x^X5jc,  etc. 
en  aura 

yî=i ,  B  =  Qx,  C=8x%Z)=r28x%  etc. 

C=2x''A+3xB  I      C— 2x^^—3x5 -|-C=o 

D=2x^B+3xC  Sou^— 2x*^-3xC+D:=G> 

etc.  )      (etc. 

ce  qui  donne 

pz=  —  2x*_,  (Jr=  —  3x,  r=i,  5  =  0, 
^ 1  — X X — 1 

•^  "~  — 2x^  —  3 x-f-i  ■~"2x^-f-3x  — 1     ' 

et  si  on  développe  en  effet  cette  fraction,  on  retombera 
sur  la  série  proposée. 

89.  On  peut  aussi  tirer  du  n°  86,  indépendam- 
ment de  la  considération  de  l'infini,  l'expression  de 
la  fraction  génératrice  d'une  série  recurente.  Dans  ce 
numéro  l'équation 

a-\-  bx  j       T.  ^ 

'  ^ÎT  ^    '    ,=^-hBx-i-Cx'-j-  etc. 
a   ~\-  b  X  -j-  c  x^ 

ayant  conduit  aux  suivantes  : 

a  A — ûrrro 

a:B-\-b'A—b  —  o^ 
si  on   substitue  dans  la   fraction  ' 


a  4-//'x+c'x^  '     " 
valeurs  de  a  et  de  è  données   par  ces   équations ,  on 
obtiendra 

aA-\-{aB-\-bA)x ^  a       ^ 

a'  +  è^x  +  cV         -  b'  c'         ' 

1   -{-—X-^-'-X^ 
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et  si  on  fait  -7  =  ^' ,     -y^p'  y  on  aura 

i-i-q'jc-j-px'- 
Ici  la  fraction  génératrice  ne  contient  plus  que  les  coef- 
fîciens  des  deux  premiers  termes  de  la  série  proposée , 
et  les  deux  termes  de  l'échelle  de  relation  des  coelli- 
ciens,  de  cette  série  pour  lesquels  on  a 

p'B  -}-q'C-^D=:o 
etc. 
Dans  l'exemple  du  numéro  précédent, 

p'=—2,   q=—5, 
et  par  conséquent 

A-{-{B  -\-q'A)x__        1-— x 
1  -|-  q'x  -f-  p'x'^  1 — ■  5x  —  2a,''  * 

comme  ci-dessus. 

On  construirait  de  même  des  formules  pour  re- 
trouver la  fraction  génératrice  des  séries  récurrentes 
dont  l'échelle  de  relation  contiendrait  un  plus  grand 
nombre  de   termes. 

Ce  qui  précède  suppose  que  la  série  proposée  soit 
ordonnée  suivant  les  puissances  d'une  même  quantité 
X\  si  l'on  avait  la  série  numérique 

1+2-}"  8  +  28-1-1 00 -i-  etc. 
il  faudrait  prendre  à  sa  place  la  suivante  : 

1  -f-  2  07  -(-  8a;* +  280:^-1-  100x^4- etc. 
qui  rentre  dans  la  série  proposée,  lorsqu'on  fait 0:=  1. 
Eu  rapprochajit  ceci  de  l'expression  de  Sm-^n  j  obtenue 
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Ji°  D  f  on  verra  que  les  sommes  Sm+i ,  Sm-^-ci ,  Sm^,  etc. 
des  puissances  des  racines  d'une  équation  algébrique, 
font  une  suite  récuri'ente  ;  et  on  trouvera  facilement  la 
fraction  dont  elle  dérive. 

90.  Passons  maintenant  à  la  seconde  question,  qui  a 
pour  objet  la  recherche  du  terme  général.  Pour  donner 
une  idée  de  la  manière  dont  elle  peut  se  résoudre , 
examinons  quelques-unes  des  séries  récurrentes  les  plus 
simples.   La  première  est  celle  qui  tire  son  origine  de 

la  fraction  ,,     ,   et  qui  revient  à  une  progression 

d  "^  o  .X 

,    .         j        1        .               .        b'  X         , 
geometnque  dont  la  raison  serait —  ,  et  le  premier 

terme  -,  ;  il  est  facile  de  voir,  d'après  cela  ÇÉlém.  23 1), 

que  le  terme  général ,  celui  dont  le  rang  est  marqué 
par  n ,  doit  être 


le  signe  supérieur  ayant  lieu  lorsque  n  —  1  sera  pair ,  et 
le  signe  inférieur  dans  le  cas  contraire. 

On  donnera  à  ce  résultat  une  forme  plus  simple ,  en 

faisant  -,=  «,—-=:   a;   la    fraction    proposée ,     la 

série  qui  en  dérive  et  le  terme  général  de    cette  série 
de-viendront  alors 

a,  et  AX     ,    dLXf-  ,     £4Jr"~"'^ 

V -+-73- —  etc.        et 


91.  Vient  ensuite  la  série  qui  résulte  du  déyelop- 

1    ,    r       .  a-X-bx  r      .• 

peraent  de  la  fraction  -7-— 77 — --7-71    inaction   qu  oa 
^  a-\-b  x^Cx* 


3  5)2  COMPLÉMENT 

a         b 
-,  -f.  -,  X 
c         c 
peut  écrire  comme  il  suit  :  -7 77 faisant,  pouf 

,     ,  a  b         .     a  ,    y  rf        ^^ 

abréger ,-,  =«:t,-=/S,y7-==<st,-T-=:=  (6  ,   elle    se 
c  c  o  c 

changera  en  —; ;:; -.  Si  p  et  cr  désignent  les  deux 

^  et   -^(6  X   -\-  X^  ^         ^  ^ 

racines  de  l'équation  du  second  degré  x^-}-iS^a7-f-c«.'=:o , 
la  quantité  x^-\^'x-\-a!  sera  le  produit  des  deux  fac- 
teurs X  —  p  et  jc  —  q\  on  aura  donc 

et-^  ^x         el-\~(^X 

et  -|-  ^'x  4-  X*        (p — x')  {q—x)' 

Il  est  naturel  de  penser  qu'une  fraction  dçnt  le  déno- 
minateur est  composé  de  plusieurs  facteurs  simples, 
peut  résulter  de  la  réduction  au  même  dénominateur,  et 
de  l'addition  des  fractions  ayant  ces  facteurs  simples 
pour  dénominateurs  ;  et  c'est  ce  qui  se  voit  de  la  ma- 
nière suivante.    On   suppose 

et-'    (6X  __        ^  ,  Q 

P  et  Q  étant  des  quantités  indéterminées  et  indépen- 
dantes de  X  ;  en  réduisant  au  même  dénominateur  leâ 
deux  fractions  du  second  membre ,  on  trouve 

ce  qui  peut  avoir  lieu ,  quel  que  soitx ,  si  ct=.{Pq  l  Qp) 
et  (6z=z — (P-f-r>)  ;  et  pour  remplir  ces  conditions,  il 
suffit  de  déterminer ,  par  les  équations  ci-dessus ,  l&s 
quantités  P  et  Ç  :  on  trouvera 

p  —  q'  ^         P  —  ^  * 

Au 
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Au  moyen  de  ces  valeurs ,  on  aura 

et  comme  chaque  fraction  du  second  membre  peut  se 
développer  dans  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances 
de  jt' ,  il  s'ensuit  que  la  somme  des  termes  qui  se  cor- 
respondent dans  ces  stries,  sera  égale  au  terme  qui 
occuperait  le  même  rang  dans  la  série  résultante  de 
la  seconde  fraction  ;  le  terme  général  de  cette  dernière 
s'obtiendra  donc  en  ajoutant  ceux  des  deux  premières, 

qui,  d'après  ce  qui  précède ,  seront ,    -^^ •.  Il 

suit  encore  de-là  que  la  série  résultante  de  deux  pro- 
gressions par  quotiens ,  ajoutées  terme  à  terme  ^  est  ré- 
currente. 

9Î2.  Dans  le  cas  où  on  aurait  p=q ,  c'est-à-dire,  où 
les  deux  facteurs  du  dénominateur  seraient  égaux  entre 

eux,  on  ne  saurait  décomposer  la  fraction  — ,-     ; , 

P  Q 

en  deux  autres  de  la  forme .    -— ^^ — ,  car  on  trou- 

p  —  x     p — X 

verait 


p/2  o—t±li- 


et  on  voit  que  cela  doit  être  ainsi ,  parce  que  les  deux 

fractions ,    — ^^^^ —  ,  s'aioutant immédiatement .  ne 

p — X      p  —  X        ' 

peuvent   donner  qu'un  résultat,  semblable  à  chacune  , 

et    non    pas   semblable  à    la    fraction   proposée   :   il 

faut  donc  alors  tenter  une  autre  décomposition.  On  voit 

d'abord  que  la  fraction équivaut  aux  deux  sui- 

{x—pY 

vantes  :  ; r- ,  r r;  ct  que  k  dernière,  en  s'écri- 


ig4  C    O   M    P    L   É   xAI    E   N   T 

vant  ainsi  : X revient  a 

X — p      X — p 


x  —  p       \         x—p/ 


puisque 


X — p  X — p 

on  tire  de  là 

^_-Mf  ____^__    .        /3  p^      __ 

ix-py  -  ioo-pY'^  X  ^  p.  "+'  (x-p)^  - 

±±±P  __^__ 

(p—xy     p—x' 

Nous  voilà  donc  parvenus  à  substituer  à  la  fraction  pro- 
posée deux  autres  fractions  dont  les  numérateurs  sont 
i^ndépendans  de  x.  Le  développement  de  la  première  est 

série  dont  le  terme  général  est  évidemment 

çt  celui  de  la  seconde  fraction  étant  exprimé  par 
- — — ,  il  en  résultera 


c 


n^.+  fTz— i)igp~[  .T«-^ 
pour  le  terme  général  de  la  série  donnée  par  la  fraction 

ix-py- 

go.    Il   me  reste  encore  un    cas  à  examiner,  celui 
^ù  les  racines  de   l'équation   x^ -^- ^' x  ~i- a  ^z^q    sont 


! 
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imaginaires.  Les  facteurs  x — p  et  x  —  q  deyenant  ima- 

P  x"'^       Q  x°~^ 
binaires ,  le  ternie  siénéral  — ;; }-        „        se    trouve 

compliqué  d'imaginaires  ;  mais  qui  ne  ^ont  qu'ap- 
parentes ,    et  se  détruisent    mutuelîeme::t,    lorsqu'on 

rtduif  les  quantités —  ,  — ,  au  munie  dénomi- 

nateur,  et  qu'on  développe  les  puissances  indiquées.  En 
effet ,  si  on  met  pour  P  et  ^  les  valeurs  trouvées  précé-^ 
demment ,  qu'on  rassemble  les  termes  multipliés  pai'  ^ 
et  ceux  qui  le  sont  par  a,  on  aura 

^(<r-9")  .    Hr'-Q-')  \  ^..... 

I(/^-9)pV  '  (p  — w'  p'-'-^^-^j 

or ,  quand  p  et  q  sont  imaginaires ,  ils  peuvent  être  re- 
présentes par 

a-i-  b  \/^i     et     a  —  b  \/~ï , 
C3  qui  donne 

p  —  q-=Q.b  \/—  1  ^     pqz=za''  -i-b"", 
et  les  quantités 

pn—cj^~Ça  +  b\/~y'-'(a—b\/~y, 

deviennentalorsdelaformea/?  V^  —  let^B'  \/ — i  (28); 
substituant  ces  expressions  dans  la  formule  ci-dessus, 
elle  se  changera  en 

/         ciB  f6B'         \ 

\b{a^-\-b'^y    '    ù{^a--{-D-^)^'J 
résultat  réel. 

qji.  C'est  en  décomposant  ainsi  la  fraction  génératrice 
€n  d'autres  fractions  plus  simples,  qu'on  peut  arriver  au 

2. 
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terme  généxal  de  la  t:éne  récurrente  qu'elle  produit,  et 
qui  par-là  se  trouve  décomposée  elle-même  en  suites  ré- 
currentes d'un  ordre  plus  simple.  Il  faut  que  les  fractions 
partielles ,  dont  l'ensemble  représente  la  fraction  pro- 
posée ,  aient  des  numérateurs  coristans  ,  et  pour  dénomi- 
nateurs les  binômes  qu'on  obtiendra  en  cherchant  les 
facteurs  simples  du  dénominateur  de  celle-ci.  Ces  fac- 
teurs se  tirent  des  racines  de  l'équation  que  donne  le 
dénominateur  de  la  fraction  proposée  ,  égalé  à  zéro  ; 
et  les  numérateurs  peuvent  s'obtenir  parla  méthode  des 
coeHiciens  indéterminés,  comme  dans  l'exemple  du 
numéro  g  i  ;  mais  quand  on  rencontre  des  racines  égales, 
la  forme  des  fractions  partielles  éprouve  des  modiiica- 
tions  analogues  à  celle  qui  a  eu  lieu  dans  le  numéro  g2; 
et  lorsqu'il  y  a  des  racines  imaginaires  ,  on  met  le  terme 
général  sous  une  forme  réelle ,  en  le  développant ,  de 
même  que  dans  le  numéro  précédent.  Tout  cela  exige 
des  détails  dans  lesquels  je  ne  saurais  entrer;  j'obser- 
verai seulement  que  la  recherche  du  terme  général 
d'une  suite  récurrente  est  comprise  dans  celle  du  terme 
général  de  la  formule  du  n°  8û  ,  puisque  la  frac- 
tion 

(7  -f-  /7x  -J-  rx" -f-  p.r"^-' 

a  -\-b' x-^  (J j^ -\-p' x''-'~'  -;-  c^f'x-'* 

revient  à 

et  que  par  conséquent  la  méthode  dont  on  s'est  servi 
jusqu'à,  présent  pour  trouver  ce  terme  général ,  est  très- 
indirecte.  La  resolution  des  équations  qu'elle  exige 
inti'oduit  dans  l'expression  demandée ,  des  quantités  irra- 
tionnelles qui  ne  doivent  point  y  entrer  :  la  réduction 
de  toutes  les  parties  de  cette  expression  au  même  déno- 
minateur, et  l'emploi  des  formules  relatives  aux  fonc- 
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tiens  sj-métriques  des  racines  des  équations ,  feraient ,  à 
la  vérité  ,  disparaître  les  irrationnelles  ;  mais  il  n'en  ré- 
sulte pas  moins  que  la  résolution  des  équations  est  une 
difficulté  étrangère  àla  recherche  du  terme  général  d'une 
série  récurrente. 

La  théorie  des  suites  est  une  des  branches^  les  plus 
importantes  et  les  plus  étendues  de  l'Analyse  ;  elle  reunit 
les  parties  élémentaires  aux  parties  transcendantes;  mais 
c'est  principalement  dans  celles-ci  qu'elle  est  d'une  ap- 
plication plus  fréquente  ,  et  elle  leur  doit  aussi  ses  prin- 
cipaux accroissemens.  Rien  n'est  donc  plus  inconvenant 
que  de  la  morceler,  ainsi  qu'on  le  fait  presque  par-tout, 
et  j'avoue  que  je  me  serais  abstenu  d'en  parler,  si  jo 
n  y  avais  pas  été  forcé  pour  éviter  le  reproche  de 
n'avoir  pas  rendu  cet  ouvrage  aussi  complet  que  ceux 
qui  existaient  auparavant.  On  trouvera  d'ailleurs  tout, 
ce  qui  concerne  la  doctrine  des  séries,  à  la  suite  du 
Traité  du  Calcul  differejitiel  et  intégral  déjà  cité.  Je  ter- 
minerai ce  sujet  en  exposant  succinctement  la  méthode 
que  Lagrange  à  donnée  dans  les  3Iemoircs  de  l'. Aca- 
démie des  Sciences  de  Paris  ,  année  1772,  pour  recon- 
naître si  une  série  proposée  est  récurrente. 

90.  Soit  S  :=  A  -\-  Bx  -}-  Cx'^  -\~  Dx'  -\-  etc.  une 
^uite  dans  laquelle  les  quantités  A  ,  B  ^C ,  etc.  désignent 
des  nombres  donnés  :  si  cette  suite  est  récurrente  ,  elle 
doit  résulter  du  développement  d'une  fraction  ration- 
nelle (88).  Je  suppose ,  comme  dans  tout  ce  qui  précède, 
que  le  plus  haut  exposant  de  x,  dans  le  numérateur  de 
cette  fraction,  soit  moindre  d'une  unité  que  dans  le 
dénominateur,  si' le  contraire  avait  lieu,  I3  procédé 
même  nous  le  ferait  connaître ,  ainsi  qu'on  le  verra  plus- 
bas. 

On  cherchera  d'abord.si  la  série  5peut  être  Icdévelop- 

5- 
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a 


pement  de  la  fraction r—  ,   et   Doiir   cela  .  on  fera 

S-=z  — ■ — - —  :  d'où  il  résulte 
a  -\-  bx 

1  a  '-\--  bjc       a         h 

o  a  a        a  '         ' 

ce  qui  montre  que  le  quotient  de  l'unité  divisée  par  la 

série  S-  ordonné  par  rapport  à  x ,  ne  doit  renfermer  que 

deux  termes  seulement ,  lorsque  cette  formule  vient  en 

effet  de  la  fraction  supposée. 

Soit  pour  exemple 

^  =  24-407  +  8x^+16x34-  etc. 

on  fera  la  division  comme  il  suit ,  en  prenant  2  pour 

le  premier  ternie  du  diviseur  : 

1    I   2  +  4x  —  80:^  +  1  6x-^  4-  etc. 

iT—  00 

—  1  —  2  X-  —  4^  —  ^^^  —  1 607+  —  etc. 
+  2  X  +  4^=^+  8x^  +  i6x-^  +  etc. 

00000 
on  aura 

P  =  i>    </  =  — 1   et— =  i— X, 
d'où  on  tirera  facilement 

S  — 


l   2  X 

Si  la  division  ne  se  termine  pas  ainsi  au  second  terme, 
la  série  proposée  ne  sera  point  le  développement  d'une 

fraction  telle  que j—  ;  il  faudra  essa^^er  alors  si  elle 

a  -f-  ox 

a'  +  l\v 
ne  vient  pas  d'une  fraction  de  la  forme  -■ 


^ans  cette  hj'pothèse ,  on  aura 

1        a  -\-  bx  -\-  cx^ 


(2+  b  X  -\-  cxf- 


S  a  -j~  b  X 
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Si  on  effectue  la  division  indiquée  dans  le  second  mem- 
bre ,  et  qu'on  ne  la  pousse  que  jusqu'à  ce  qu'on  ait  un 
quotient  de  la  forme  p -{- qr ,  ce  qui  arrivera  après  deux 
divisions  partielles ,  il  y  aura  un  reste  qu'on  pourra  re- 
présenter par  a"x^  \  et  il  viendra  par  conséquent 

1  a"  x^- 

S         ^  ^  '        '    a   -i-  b  X 
ce  qui  prouve  que  le  reste  de  la  division  de  i  par  S  sera 
diA-isibie  par  .r^.  Si  on  désigne  par  5iX%  ce  reste,  qui 
sera  une  série  de  la  forme 

yi^jo^  _f.  B,x'  -f-  C,x^  -h  etc.  , 
on  aura 

d'où  il  suit 

.<?,__      a"  S  _a'{'b'x 

'S'~~a-\-b'x'        Sr'      û" 

et 

S       a      ,    b' 

en  faisant  la  division  indiquée  dans  le  second  membre; 

c 
^insi  —doit  donner  un  quotient  de  deux  termes  ,  comme 

on   l'a   obtenu  plus   haut   pour  -;  et  des  deux  équa- 
tions 

1  S^or"       S  . 

en  tirera 

5= î ^r—- 

P  +  ^^-^JTf^ 

4 
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réduisant  cette  fraction ,  il  viendra 


Supposons   encore    que    l'on   n'ait   pas    exactement 
—-  =  pi  -f"  9i  ^  •  il  faudra  faire  alors 
a'  4"  b'x  A-  c  x^   ^ 
a-\-bx-t-cx'^-r  ^^^  * 

et  en  opérant  comme  dans  les  cas  précédens,  on  trou- 
vera 

La  série  qui  reste  après  qu'on  a  poussé  la  division  dan» 

•r  jusqu'aux  deux  premiers  termes  p -\- qx ^  étant  divi^ 

sible  par  x* ,  pourra  être  représentée  par  5iX^,  ensorte 
qu'on  aura 

1  .         ,    S.x''    '       .         ,         a"x^-^h"x'^ 

ce  qui  donnera 

Sr  __      a"  4-  b"x  S  __  a'^b'x-^c'x^' 

S  ~a'-\-b'x-i-cx^'       57—      a"']~b'x^     ' 
et 

S  ,  ^       a"'x* 

-  =  p,  +  q,x-i-^r:^-yr^^ 

en  faisant  la  division  indiquée  dans  le  second  membre, 
et  s'arrètant  au  deux  premiers  termes  du  quotient^ 
Cette  dernière  expression  montre  que  la  division  de  S 
par  Si ,  poussée  de  même  jusqu'à  ce  qu'on  ait  un  quo- 
tient de  la  forme  p^^q^x^  laisserapour  reste  une  série 
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divisible  par  x*  ;  et  nommant  S^  x^  cette  série ,  on  aura 

-=.p,+.7,x+ -^  ==p.-f  7.X4- -T^TF^  , 

d'où 

S,  a"         S,       a"^b"x        a"    ,    b" 

Oi       a  ~\-D  X    oo.  CL  a        a 

combinant  les  équations 

-^p  +  ^x-h-^-,  j-  =  p^^q.x  +  -^, 

J-  =  Pa  +  ^4  ^, 

que  l'on  vient  d'obtenir  ,  on  en  déduira 

^__ (p.4-7i^)(Pa-F7a:r)4-x^ ^ 

~(^p-^qx)(^p,-}-q,xy(jj^-]'q^x)-i-(^(jj-\'qx)-\~(jj^-^q^x))x* 

pour  la  fraction  génératrice  de  la  série  proposée.  Il  se- 
rait facile  maintenant  de  pousser  plus  loin  l'opération  , 
si  la  division  de  Si  par  S^,  ne  donnait  pas  un  quotient 
exact,  et  on  doit  voir  qu'elle  conduira  toujours,  comme 
ci-dessus  ,  à  un  nombre  fini  d'équations  entre  S ,  Si,  5^, 
S3 ,  etc.  desquelles  on  déduira  l'expression  de  la  frac- 
tion génératrice.  La  règle  à  suivre  dans  tous  les  cas 
peut  s'énoncer  ainsi  :  Divisez  l'unité  par  la  série  pro- 
posée S  j  jusqu'à  ce  qu'il  y  ait  au  quotient  deuxteimes 
tels  que  p.  -f-  qx,  et  désignant  le  reste  parSiX^j  divisez, 
S  par  Si ,  jusqu'à  ce  qu^'Hy  ait  au  quotient  deux  termes 
comme  pi  +  ^iX,  desioiiant  encore  le  Teste  par  S^x^, 
divisez  S,  par  Sa ,  jusqu'à  ce  que  vous  trouviez  un  quo- 
tient de  la  forme  Pa  -j-  ^sX  et  ainsi  de  suite.  Si  la  série 
proposée  est  vraiment  récurrente ,  vous  arriverez  enfin 
à  un  quotient  exact,  qui  pourra  être  représenté  par 
P»  -\-  ^l'i'x-  Il  ^''P'^*t  '^'^'^îs  cette  suite  d'équations  : 


soa 
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1  ,  ,    S,x^ 

5  =p  +  ^^^-^~r 


^=- 


pj^qx'\- 


S\  j^ 


d'où 


6' 


^^P^-i-q.x-i    ^ 


ç   ,,2  >   on  Se 


tire      c    — 


Sn-. 


Pn  -f  qn^ 


^    96.  Pour  appliquer  la  règle  précédente  à  la  série  des 
nombres  1,  1,  3,  7,  18,  4? y   i^^j   "Sqq.  ,  ^4^,   2207^ 
6778  j  etc.  par  exemple  ,  on  lui  donnera  la  forme 
5=1  ^x-i-5x=--j-'jx^-{-  i8x+-f-47x^  +  i23xS 
-i-  322X-7  -f-  843x«  4-  etc. 
on  aura 

p  -f-  qx::=  1  —  :r, 

5i  =  —  2  —  4-^  —  1  locf  —  a^x^  —  yGx^  —  199^ 

—  62  ix''  —  etc. 

p,  -f  ^,xr=:z— i+fjr, 

S^  —  —  l-'2x—'~x^  —  -x'^'-'5Sx^-—^x^—etc. 

p2  +  </2^  =  4 ^^  y 

6*3  =r  —  5  —  i5x  —  4°'^^ —  io5>r^  —  etc. 

et  enfin  p-.-j-q^x:^^-^-^—^  >  sans  reste.  Formant  alors 

les  équations 

^ I  Sa_ 1 

^^^  rs-h-^^  S.-   ,       ^^,    ,   S,x^' 


S. 


-Ï-Vzx 


^  nX' 


5  = 


1  X  -\- 


S,x^ 
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îi  trouvera 

1  —  2  .r  4-  n:"  —  jc^ 


Le  numérateur  étant  d'un  degré  plus  élevé  que  le  dé- 
nominateur, on  peut  cter  un  entier  de  la  fraction  _,  et 
■il  viendra 

3  — TX 
S  =  —  X  —  2.-\ -^         ,        ^    ' 

d'où  on  voit  que  la  série  proposée  est  la  suite  récur- 
rente produite  par  la  fraction  proprement  dite  .... 

— — = — ,  à  laquelle  on  a  ajouté  les  termes  —  2  et 

—  JL-  ;  aussi  dans  la  première ,  la  loi  de  la  récurrence  ne 
se  manifeste  qu'au  cinquième  terme  ,  au  lieu  qu'elle  se 
montrera  dès  le   troisième,  si  on  en  retranche  — 2  et 

—  X  j  car  il  viendra 

3  -f  2x'  -|-  3x^  -f-  y.r"  -f-  etc. 
et  déjà 

3x^  =  3    X — x^-j-Qx  X  3j;, 
jx^=2x  X  —  a:^-f-3x^  X  3x,  etc. 

Développement  en  séries  des  exponentielles  et  des- 
logarithmes. 

_q7.  On  a  tiré  les  logarithmes  de  l'équation  vr=a* 
{Éhm.  240),  V  étant  le  nombre,  x  le  logarithme, 
et  a -la  base;  cette  équation  présente  deux  questions  : 
trouver  y,  connaissant  x  ;  et  trouver  x ,  connaissant  y. 
Je  commencerai  d'abord  par  chercher  y  en  j:  ,  et 
pour  cela  je  supposerai 

a""  =  _-/  -^Bx-i-  Cx^  4-  Dx^  -f-  etc. 

A^B^  CyDj  etc.  étant  des  coefficiens  indépendans 
de  x\  en  prenant  donc  une  auti-e  quantité  z^  j'aurai 
également 


È04  COMPLÉMENT 

tt*  =  ^  -f  ^2,  -f  Cz.^  -f  Dz^  +  etc. 
d'où  je  tirerai 
c^— Q^__  B  (oc—z)  -f  C  (x'^-^z^)  ^D(x^—z^)  -f-  etc. 

X — z  x  —  z 

La  division  du   second  membre  par  x- — z  s'exécute 
d'après  la  formule  du  n°.  i58  des  Élemens ,  et  il  vient 

a"^  —  a^ 


X  —  z 
B^C(x-j-z)-^D(x^-l-xz-\-z^)'\-E(ix"-{-x''z-{-xz^+z^)  -\-  etc 

Pour  pouvoir  développer  de  même  le  premier  membre, 
j'écris  ainsi  son  numérateur  :  a^(^a'^~^ — i  )  ;  faisant 
ensuite  a=i-\-b ,  d'ans  la  quantité  a"^""^  ,  je  la  développe 
suivant  les  puissances  de  Z?,  au  moyen  de  la  formule  du 
binôme  ,  et  j'ai 

(, +i).-=, +(£=:!  è+Çf:zîlÇ£=^=:LV + etc.. 

d'où  il  suit 

c'(a^-*— i)=zaM   ^ Lh-\'^ ^-^ ^Z>*-|-etc.    [ 

Ce  dernier  développement  étant  divisible  par  x  —  2, ,  il 
en  résulte 

a^Q^j^^—^-H^J^  (x-^~0.Cx-z-^)^3 ^  etc. >^ 

Si  maintenant  on  suppose  x^=.z  ^  l'équation  ci-dessus 
deviendra 

.^(^__  +  _.^_  +  etc.)- 
B-\-Q.Cx^  dDx^  J^4Ex^'\-  etc. 
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faisant  pour  abréger 

hr       P       M 

204 
€t  substituant  pour  a"^  la  série 

^  ^  Bx  +  Cx^  +  Dx^  -f-  Ex^  -f-  etc. 
on  trouvera 

Ak  +  Bkx  +  Chx^  4-  Dkx''  -f-  Ekx^  -f-  etc.  = 
B  -f  2.Cx  4-  oPor»  +  4£:x^  -f  5Fx+-f  etc. 
d'où  ou  tirera 

Tous  les  coelïiciens  ,  excepté  A ,  seront  déterminés  par 

ces  équations;  mais  lorsque  x^=o,  l'équation  .... 

a^=A  -\-  Bx  -j-  Cx"^  -j-  etc.  -donnant  i  =^,  il  s'ensuit 

k  ¥  ¥ 

que  A  =i\  ,  B  :=z  -  .     C  = ,      D  = ^ 

^  '  i  1.2  1    .   2    .   D 

1.2.3.4  1.2.3.4-5 

,  kx      k^x^       kV    .       k\T^      , 

v==a^=iH H -] =H 5--  -f  etc. 

-^  11.21 .2.3      1 .2.3.4 

98.  Il  est  à  propos  de  remarquer  que ,  quelque  valeur 

qu'on  donne  à  r,  la  série  ci-dessus  finira  toujours  par 

être  convergente.  En  effet,  il  est  aisé  de  voir  qu'on  peut 

k"x"^ 
représenter  le  terme  général  de  cette  série  par * 

celui  qui  vient  immédiatement  après  sera ;: — ; — .-  ; 

^  ^1.2.  .n(n-\-i) 

et  le  rapport  de  l'un  à  l'autre   aura  pour  expression 

kx 

.  Or  ,  en  prolongeant  la  série ,  on  doit  nécessaire- 

n-\-i  '         r  o 

ment  rencontrer  un  terme  dans  lequel  n-^  1  surpassera 
kx ,  et  qui  par  conséquent  sera  moindre  que  celui  qui 


l>oG  COMPLÉMENT 

Je  précède;  et  il  est  ciair  que  le  décroissement  conti-' 

niiera  toujours  dans  les  termes  ultérieurs. 

QO.  Il  s'agit  maintenant  de?  déterminer  la  quantité  k. 
En  mettant,  au  lieu  de  b,  sa  valeur  a— i  ,  on  aura 
(g-^i)        (g-  lY   ,    (g     lY       (g-i)^   ,    _ 
1  r~"'^'~l  — ^-retc. 

Cette  sérfe  ne  sera  convergente  qu'autant  que  a —  i  sera 
moindre  que  l'unité;  mais  elle  est  susceptible  de  devenir 
aussi  convergente  qu'on  voudra ,  au  moyen  de  la  dé- 
pendance qui  se  trouve  entre  a  et  /:,  et  que  je  vais  faire 
connaître. 

Lorsqu'on  suppose  ccz=zi  dans  la  série 

a^=:  1  -f-  - — -f.  etc  , 

'       1      *     1 .2      '     1 .2.0       ' 

elle  devient 

a=i  -j 1 1 —-\-  etc  , 

1  1  .  2     '       1    .   2    .  O 

et  donnera  la  valeur  de  tz  quand  celle  de  k  sera  connue. 
Faisant  kr=:i ,  et  désignant  par  e  la  valeur  correspon- 
dante de  a ,  on  aura 

e— 1  ^ y.-  ^  +— ^r-7  +  etc. 

12*     2.3      '     2.D.4     ' 

d'où  il  résultera  6=2,7182818,  en  s'arrêtant  à  la  sep- 
tième décimale.  Si  on  substitue  e  au  lieu  de  a,  et  i   au 

lieu,  de  /;,  dans  l'équation  a^z=zi  -j-  —  -J-  etc.  on 
obtiendra 


e-^zz^i  A p  - — ^  4 —  etc. 

1       1.2        1,2.0         1.2.0.* 

Cetto  tquation  devant  subsister ,  quel  que  soit  .r,   on 
y  supposera  x^=xli  ;  elle  se  changera  en 
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6^  =:  1  +  -  + i ^  +  etc. 

'l      '1.21.2.0 

et  donnera  par  sa  comparaison  avec  la  valeur  de  a, 

a  :=  e*. 

Prenant  les  logarithmes,  on  trouvera 

k\ez=\a- 

si  a  est  la  base  du  s)'Stème  d-es  logarithmes  représentés 
par  la  caractéristique  1 ,  on  aura 

et  par  conséquent  dans  cette  hypothfse , 

^'^TTTe  ■*■   1  .2.  (le)-  "^  1  .2.o.(le)3  "■^*'   ^^^• 

Telle  estl'expression  du  nombre  y  par  son  logarithme  x, 
100.  La  question  proposée  est  résolue,  puisque  voilà 
V  exprimé  en  x,  c'est-à-dire,  qu'étant  donné  le  loga- 
rithme X ,  et  celui  du  nombre  e  relativement  à  la  base  a 
on  aura  le  nombre jy,  mais  l'expression  de  k  en  a  nous 
conduit  aussi  à  la  solution  de  la  seconde  question  :  étant 
donne  un  nombre ,  trouver  son  logarithme. 

En  effet,  si  l'on  suppose  que  a  soit  une  quantité  quel- 
conque ,  et  que  l'on  mette  pour  k  la  série  qu'il  repré- 
sente dans  l'équation  k\e  =  la,  il  en  résultera 

Il  2^0  4     ^     ^ 

Voilà  donc  le  logarithme  d'un  nombre  quelconque  a  ex- 
primé au  moyen  de  ce  nombre  et  du  seul  logarithme 
d'un  nombre  déterminé  e. 


JacS  COMPLÉMENT 

Cette  série  n'est  convergente  qu'autant  que  le  nombre 

m 

a  est  très-voisin  de  l'unité  :  mais  comme  1 .  l/fi= —  1  a 

m 

{Élém.îi^i)  y  si  on  change  dans  le  second  membre, 

m 

a  en  Y  a^  il  viendra 

(1  2^0  j 

or  ,  en  prenant  pour  m  un  très-grand  nombre,  onpouiTa 

m 

toujours  faire  en  sorte  que  la  quantité  y  a  difFère  aussi 
peu  qu'on  voudra  de  l'unité. 

On  a  ainsi  un  moyen  très  -  simple  de  calculer 
le  logarithme  de  a  ',  car  en  prenant  m  égale  à  quelqu'un 
des  nombres  compris  dans  la  série  3 ,  4?  8 ,  16  ,  etc.  on 
n'aura  qu'à  effectuer  des  extractions  successives  de 
racines  quaiTees  {Éléjn.  i55).  Cependant  ce  procédé 
deviendrait  pénible  pour  les  nombres  un  peu  considé- 
rables ,  c'est  pourquoi  les  analystes  ont  cherché  de  nou- 
velles séries  qui  pussent  s'appliquera  ces  nombres  ,  séries 
qui  ne  sont  que  des  transformations  de  la  première  ex- 
pression de  1  a. 

101.  Le  nombre  a  étant  supposé  dans  les  séries  pré- 
cédentes, indépendant  de  la  base  des  logarithmes,  il 
est  évident  qu'on  pourra  appliquer  ces  séries  à  un  nombre 
quelconque  y ,  et  qu'on  aura  en  général 

En  substituant  dans  cette  expression  1  -j-  u  au  lieu  dej, 
«île  deviendra 

changeant 
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changeant  ensuite  -}-  zz  en  —  u  ^  on  aura 

1(1— z/)  =  1p^ -^ -—etc.  } 

^  '  l       1         2         ù         4  J 

retranchant  le  second  résultat  du  premier ,  on  trouvera 

^l,J_4._  +  _+etc.J 

série  dont  la  marche  est  plus  rapide  que  celle  des  pré- 
cédentes. 

On  en  trouve  une  beaucoup  plus  convergente  ,  en 
faisant  dans  celle-ci 

14-iz  z 

=14-" 

1 — u  n 

ce  qui  donne 

z 

2.n-\-z* 

et  parconséquent 

.  .ie«-^4-.(-^y+.;f_î_y+etc.; 

i27i-t-2i       ^  \Q.n-\-zJ  \2n-\-zJ    •  > 

d'où  on  tire 

l(7l-(-2.)=l7l-f- 

alel-i^+i^-i-Y^-if-^-Y  +  etc.  1. 

2.  O 


21G  C    O    M    P    L    É    iM    E    N    T 

Cette  dernière  série  fera  connaître  le  logarithme  du 
nombre  ji  -^  z,  par  le  moyen  de  celui  de  jî  ,  et  sera 
^d'autant  plus  convergente  ^  que  jt  sera  plus  considérable. 
Si  l'on  prend  ,  par  exemple,  n:=i  y  zz=i  ,  il 
viendra 


l2  =  2l 


G  +  3^+r^^+7^  +  ^^") 


série  très-convergente ,  et  dont  le  huitième  terme  ne  va 
pas  à  -{oooooô^F  '  en  réduisant  en  décimales  tous  ceux  qui 
le  précèdent,  on  obtiendra 

12=0,^931472  .  le. 

102.  On  ne  peut  avoir  la  valeur  absolue  de  1  2  sans 
fixer  celle  de  le  =1  (2,7182818),  qui  dépend  du  sys- 
tème de  logarithmes  que  l'on  adopte.  L'hypothèse  la  plus 
simple  consiste  à  supposer  1  e  ==  1 ,  et  on  a  alors 

1 2  ==0,6931472; 

dans  ce  système  particulier,  qui  répond  à  Féquation 
yz=ze'^  {QC))i  la  base  est  e.  Je  le  désignerai  sous  le  nom 
de  système  népérien  ,  pour  rappeler  le  nom  de  l'Écossais 
Neper  (ouNapier),  auquel  on  doit  l'importante  décou- 
verte des  logarithmes;  et  j'accentuerai  la  lettre  1  toutes 
les  fois  qu'il  s'agira  des  logarithmes  de  ce  système  ;  ainsi 
j'écrirai  rez=i ,  1' 2  =  0,6931472  ("*'). 

Pour  passer  du  système  népérien  à  celui  dont  la  base 


(^)  Les  logarithmes  népériens  sont  appelés  ordinairement  loga- 
rithmes hyperboliques  ;  mais  cette  deiioiuinatioa  est  vicieuse  ,  car 
il  n'y  a  pas  de  syslème  de  logarithmes  qui  ne  reponde  à  quelqu'une 
*lrs  couvbcs  que  les  Gt'omètres  ont  uomnnics  hyperboles^. 
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serait UQe  quantité  quelconque  ,  il  faut,  d'après  l'équa- 
tion L)'=r  p-  (^Élem.  260)  ,  qui  devient  dans  le  cas  ac- 

\z  Iz 

tael,  r2;  =  — ,  prendre  le==.-7-;;;  et  comme  le  loga- 
rithme de  la  base  est  toujours  Tunité,  il  sera  commode 
de  faire  zi  =  a  ;  on  aura  ainsi 

1  a    • 

il  n'y  aura  plus  <ju'à  calculer  1'  a  par  la  dernière  séria 
donnée  ci-dessus ,  en  y  supposant  1  e  ==  1 . 

Pour  les  logarithmes  ordinaires ,  dans  lesquels  û=io  , 
on  observera  que  1 0  =:  5  .  2  ;  on  verra  qu'il  suffit  d'a- 
voir r5,  parce  que  Tio  =r 5  -j-rs,  et  que  V  a  est 
déjà  connu. 

Pour  parvenir  au  logarithme  de  6,  on  supposera  dânâ 
la  dernière  série  du  n°  précédent ,  nr=^  et  zz=.i  ;  et 
comme  Y /^■^zo.Y  2. ^  il  viendra,  en  prenant  l'e^i. 

Les  trois  premiers  termes  de  cette  série  suffisent  pour 
obtenir  un  résultat  exact  jusqu'à  la  septième  décimale, 
et  elle  donne 

r  5=  1,6094379; 

en  ajoutant  à  ce  logarithme  celui  de  2  troU'vé  plus 
haut ,  on  ^ 

r  io:=i2,3o2585i , 


ai  2  COMPLÉMENT 

et  par  conséquent 

le  =  Y^  =0,4342945. 

En  multipliant  par  ce  nombre  les  logaritlimes  népériens 
de  2  et  de  5,  obtenus  dans  le  n°  ic2  et  dans  celui-ci,  on 
trouvera 

l2=o,3oio3co     et    16  =  0,6989700, 
tels  qu'ils  sont  dans  les  tables  de  logarithmes  ordinaires. 

1  o3.  La  quantité  le  est  nommée  en  général  module  ; 
on  voit  que  celui  des  logarithmes  népériens  est  1  ,  et  que 
celui  des  logarithmes  ordinaires  est  0,4342945.  Onpasse 
des  logarithmes  népériens  à  des  logarithmes  quelconques, 
en  multipUant  les  premiers  par  le  module  des  seconds, 
et  on  revient  de  ceux-ci  aux  autres  ,  en  les  divisant  par 
leur  module  ,  ou,  ce  qui  revient  au  même  ,  en  les  mul- 
tipliant par  T— .  Lorsque  la  base  est  1  o ,  on  a 

-—  =  2,oo2d8di  ; 
1  e 

c'est  par  ce  nombre  qu'il  faut  multiplier  les  logarithmes 
ordinaires ,  pour  les  convertir  en  logarithmes  népériens, 
ce  qui  est  souvent  nécessaire. 

La  série  qui  exprime  le  logarithme  de  72  -}-  2; ,  donne 
pour  le  logarithme  de  774-1  ,  cette  expression  très-simple 
€t  toujours  convergente  ,  lorsque  7i  est  >>  1 , 

1(71+0=171  + 

Î04.  Borda  et  Haros  ont  donné  des  formules  qui  ex- 
priment ,  au  moyen  de  séries  très-convergentes ,  les  re- 
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lations  entre  plusieurs  logarithmes  de  nombres  consé- 
cutifs ,  et  qui  conduisent  très-promptement  à  ces  lo- 
garithmes. Voici  les  premières;  on  les  trouve  aussi  dan» 
la  préface  des  Tables  trigonométriques  décimales  j  cal- 
culées par  Borda,  revues  et  augmentées  par  Delaïubre. 
Si  dans  la  série 

KS)  =  ^^^{T  +  T  +  î+-i 

•n  fait 

i+z/=:(p— i)  (p  — i)  (p  +  2)  =  p5— 5p4-2 
1  — w  =  (p-f-i)(p  +  i)  (p  — 2)==p3«.3p_a 


on  aura 


1-1- 


^p3  — 5p4-2__^  p-  — 5p 

p^  —  Op 2  2 


1  


d'où  l'on  conclura 

l(p+2)  +  2l(p-l)-I(p-2)-2l(p-f.l> 

Si  l'on  prend  successivement 

p  —  D,    p  =  G  ,    p=7>    P  =  ^> 
on  aura  ces  quatre  équations 

17+4^2—  13— 2I3— 2I2  =2k(  -ir-f  etc.} 

3I2-I-2I5— 2l2~2l7  =r:2le(  5^-f-etC.| 

9I3-I-2I34-2I2—  15— 6I2  =2ls;  ,-l^-fetc.} 

15-{-  l2-{-2l7—  13—  I2-4I3   =2]e[4-,-j-etc.} 

3 


î  s  =  2 1  e 


S]4  COMPLÉMENT 

Ces  quatre  équations  ne  renferment  que  les  logarithmes 
des  nombres  2 ,  3 ,  5  et  7 ,  logarithmes  que  Ton  peut 
^lors  déterminer  par  une  simple  élimination-,  on  obtient 
de  cette  manièx'e 

.-  4{rii+ï(d-J'+«tc.} 
tt  ainsi  de?  autres. 

Si  Ton  prend  encore  /?=  i5,  il  viendra  ' 
Ii7  +  2l7-li3-6l2=:2le(^  +  i-(rf^)"  +  etc.]. 
Eniin  on  aura  aussi,  en  faisant  p=  1007 , 

1 1 009  +  2 1  1 006  —  1 1  oo5  —  2 1  1 C08 
=  2 1  c  {TT^r^x  -f-  V  (rr^hm)'  +  ^tc. 

Ces  exemples  suffisent  pour  montrer  le  parti  qu'on  peut 
tirer  de  la  formule  de  Borda. 

io5.  Pour  obtenir  celle  de  Haros ,  il  faut,  dans  l'é- 
quation 

faire  en  premier  lieu  z=:  -,  ce  qui  donne 


.•{gH-K5|)'+-"i 


puis  supposer 

pr=:x^ — 25x=r=:x^(j:-|-5)(a7  -5) 

<it  l'on  aura 
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-la'-f4)-lGr-4)/ 
^2le| Z£ 4.  '-  ( Z£ ^^^  -L  etc.  \ 

d'où  l'on  tirera  la  valeur  de  1  (.r-f-5)  au  moyen  de 
celle  de 

K^+^  ,  1(^4  3),  Ix,  ICr-o)  ,  lCr-4)  ,  ÎG^'— 5). 

La  série  est  très-convergente  dès  que  le  nombre  x  de- 
vient un  peu  grand;  son  second  terme,  lorsque  xrmcco, 
est  seulement 

OjCCCCO  ocooo  cocco  cocco  CCOCO  CCCOO  12. 

ic6.  Je  vais  terminer  en  montrant  comment  ,  sans 
la  considération  des  logarithmes ,  on  déduirait  im- 
médiatement de  l'équation  j'^ia"^ ,  le  développement 
de  X  en  \.  On  peut  donner  à  ce  développement  la 
forme 

x~A{y-^i)'^B{y—\y  +  C{y—iy  "[- etc. 

puisque  x  doit  s'évanouir  lorsque  ^'=1;  et  faisant 
y  —  1  =  li ,  on  aura 

xz=.Au-\-  nu"-  -|-  Cu'  -H  etc. 

désignant  aussi  par  w  la  valeur  de  y —  1  ou  de  u  ,  cor- 
respondante à  une  valeur  de  a;  représentée  par  z^  nous 
aurons  également 

2,  =  ^w  -f  ^w^  -\~  Cw-  -f-  etc. 

et  par  conséquent 

L'équation  y  =  a^  donne 
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y  —  1     ou     u  =  a''  —  I 
d'où  il  suit 

w=a^ — 1     et     u — w:=:a'^ — ^^=«^(0"^— ^ — i); 
or  on  a  trouvé  (37) 

«^  (  <7^-^  —  1  ) 

X- — z 

c'a  2.0  3 

tirant  de  cette  équation  la  valeur  de  — -,  on 

a^  {cv^~''  —  1  ) 

l'égalera  à  la  série 

^-f  ^(iz-f-w)  +  etc. 
supposant  ensuite  x=:5 ,  d'où  il  résulte  u-=w ,  on  aura 
1 


^/,       b'-        b^        M     ,  \ 


^ -;-- 2^  w -f  3  Cz/= -I- 4D  iz^ -}- etc. 

Z)^       b"^        b^ 

mettant,^  au  lieu  de  b --4--^ r  -f-  etc.  et  i-f-zi 

2    '     o         4    '  ' 

au  lieu  de  a"^ ,  il  viendra 


A  -r-2  Bu-[-'5  Cu^  +  4D  u?  ^ttc. 


ou  en  faisant  disparaître  le  dénominateur,   et  passan: 
tout  dans  un  seul  membre , 

—  1+    Aku-^îiBhu^-ir^  Cku^-^ etc.  ]  ~~^'' 
équation  de  laquelle  on  tire 

A=\,  B  =  -^,  C=^,  /)=_',  etc. 

H.  2'i  OU  Ad 


DES   ÉLEMENS   D  ALGEBRE.  21/ 

et  par  conséquent 

.=:'|0:z:ll_O:i:i)l+Çv:z0l_etc.J 

Si  a  est  la  base  du  système  des  logarithmes ,  on  aura 
donc,  comme  ci-dessus  (loi)^ 

Du,  retour'des  suites. 

107.  Le  fréquent  usage  que  j'ai  fait  dans  ce  qnî 
précède ,  de  la  méthode  des  coePiiciens  indéteraii- 
nés,  me  permettra  d'exposer  en  peu  de  mots  celle 
du  retour  des  suites,  qui  sert  à  trouver  l'expression 
d'une  quantité  engagée  dans  une  série  dont  la  valeur  est 
donnée. 

Soit  y  :=  A-\-ax-{-bx^-\-cou^-^dx^-^  etc.    pour 

obtenir  a^  en^,  on  passera  le  terme  a  dans  le  premier 
membre  _,  et  faisant  pour  abréger ,  y — :t=zz ,  il  tiendra 

z=zax  -^bx^-^cjc^']-dx+-\-  etc (1). 

la  supposition  de  xz=o  donnant  s  =  o,  il  est  facile  d'ea 
conclure  que  l'on  peut  faire 

oc  =  Az-i-Bz^-UCz'^^rD^^+etc   ....(2); 

les  coefFiciens  y^,  B ,  C\  D ,  etc.  indépendans  de  z  ,  se 
détermineront  au  moyen  des  équations  qu'on  obtiendra 
après  avoir  substitué  au  lieu  des  puissances  de  x  ^  dans 
l'équation  (1),  celles  de  la  série  (2)  C^)  ,  passé  tous  les 
termes  dans  un  seul  membre,  et  égalé  séparément  à  zéio 


(*)  Ces  puissances  peuvent  se  trouver  par  des  multiplications  suc- 
cessives ou  par  ks  formiUcb  du  ;iumtro  So. 
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les  quantités  qui  multiplient  chaque  puissance  de  zl 
Voici  le  résultat  de  la  substitution  : 

ax  =  aAz  4-  aBz^  -f-      aC^  -{■      aDz^ -f  etc .  N 
4.ô.r=— .  .  .  .+bA'z^^2bJBz'^-\'2bJCz^^etc.  A 

+    bB^z^  f 

+cx'= -f  cJH^  •i-5cA^Bz^^etcS^  o ; 

'^dxh=. .  .  .f 4-  dJ^  2^+etc,( 

—  Z  ■=:  —  2  J 

En  égalant  à  zéro  les  coefRciensde  z,  de  z.*,  de  2i'' ,  etc. 
on  trouve 

aJ—iz=:o,aB~{-bA^z=o,  aC-\-Q.bAB-\-cA^^=o , 
aD+2bAC+bB^-\^5cA''B-\-dA^—o,  etc. 

ces  équations  donnent 


a  a'  a^ 

_.           5^'^  —  5abc  4-  a^d 
Dr=z , — ! ,  etc. 


et  on  a  par  conséquent 


]  b     ^  ,    2b^  —ac     ^ 

x-=  -z -2.^  H . z^ 

a         a'  a^ 

5  h^'  —  Sabc  -\-  a^d    .    , 
, ^    .  '  , z^  4-  etc. 


io8.  Propo?on5-nous  pour  exemple  de   tirer  par  ce 
moyen  la  valeur  de  x  de  la  série 


y— i-f-4--^-i-      ""     ..-f- ^_-L  etc. 

«^  1  1.2  X   .  2  .  O  1  -2.0.4      ' 
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dans  laquelle  j^ne"^  (99)  ;  on  aura 

et 

7  1  1  7  ï  * 

cr=i  ,  br= ,  c= =■,  ct= ^— ,  etc. 

'  1.2  1.2  3  1  a  ô  4 

d'où  on  tirera 

^=1,    ^  =  --1,     Cr=j,    ^  =  — i>   etc. 

et 

1  20 

ce  qui  s'accorde  avec  l'expression  du  n°  ici ,  en  y  fai- 
sant h  ou  \e  s=ii. 

On  tirerait  de  même  la  valeur  de^  en  x  de  la  série 


k3 

—  etc. 
1  2  '  o 


en  supposant^  —  i=:setz;  =  ^j:-f-^x''-f-  ^^^  +  etc. 
Je  laisse  au  lecteur  à  s'exercer  sur  ce  calcul  -,  les 
coefTiciens  A,  B^  C,  etc.  étant  déterminés,  on  re- 
mettra y  —  1  pour  :s ,  et  il  viendra 

yr=i\-^Ax-\-Bx''-\-  Cx'  -f-  etc. 

109.  Si  on  avait  l'équation 

eiy_^/gya^^y5-UXy^-fetc.r=Gx4-Z»x^-fca:^-fc/x^-|-etc. 

formée  par  deux  séries,  et  qu'on  voulût  obtenir  l'expreS'» 
pression  de  j ,  on  supposerait 

V  =  ^x  +  ^x^-f-Cx2-fZ>.x^4-etc. 

et  on  opérerait  comme  précédemment,  aprèsavoir  passé 
tous  les  terme?  du  premier  membre  dans  le  second.  Nous 
insistons  peu  sur  ces  calculs,  parce  qu'ils  ne  conduisent 
qu*à  des  formules  dont  on  n'apperçoit  pas  facilement 
kloi. 
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Des  fractions  continues. 

Obs.  Cet  article  est ,  à  quelques  légers 
cKangemens  près,  le  premier  paragraphe 
des  additions  faites  par  Lagrange  à  l'Algèbre 
d^Euler. 

1  lo.  La  méthode  exposée  dans  le  n''  221  des  Élemens 
d'Algèbre  ,  pour  approcher  de  la  valeur  de  l'inconnue 
dans  une  équation  d'un  degré  quelconque,  prescrit  de 
faire  successivement 

y"  =  l>"+yr,   etc. 

c,  bj  b' ,  b"  y  etc.  étant  les  nombres  entiers  immédia- 
tement inférieurs  aux  vraies  valeurs  des  quantités  Jo  yj, 
y  y  y"  y  etc.  :  si  dans  la  valeur  de  x  on  met  celle  de^^, 
tirée  de  la  seconde  équation,  il  viendra 

x=za-{ -.; 

substituant  dans  cette  expression,  pour  y' ^  sa  valeur 
prise  dans  la  troisième  équation ,  on  aura. 


chassant^  au  moyen  de  la  quatrième  équation,  on  par- 
viendra à 

ît  ainsi  de  suite. 
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La  fraction  qui  accompagne  l'entier  a  dans  cette  ex- 
pression ,  semblable  à  celles  que  nous  avons  fait  con- 
naître en  Arithmétique (i 63),  estunefraciion continue; 
et  l'on  comprend  en  général  sous  ce  nom  toute  fraction 
dont  le  dénominateur  est  composé  d'un  entier  plus  une 
fraction,  laquelle  a  encore  pour  dénominateur  un  en- 
tier plus  une  fraction,  et  ainsi  de  suite. 

On  rencontre  les  fractions  continues  sousdeuxformes 
différentes  :  les  unes  ont ,  comme  la  précédente,  l'unité 
à  tous  les  numérateurs  des  fractions  intégrantes  ;  et  les 
autres  ont  des  dénominateurs  et  des  numérateurs  quel- 
conques; telle  est  la  suivante  : 

,  b 
"  +  !+'-.  d        -^ 
^^  J+  etc. 

mais  je  ne  m'occuperai  que  des  premières,  les  autres 
étant  plus  curieuses  qu'utiles. 

111.  En  rapprochant  le  n®  i63  de  V Arithmétique  et 
les  n'^-221  et  2/^^  des  Elemens ,  on  voit  que  les  a  fractions 
î")  continues  se  présentent  naturellement  toutes  les  fois 
:■>  qu'il  s'agit  d'exprimer  en  nombre  des  quantités  qu'on 
51  ne  peut  obtenir  que  par  des  approximations  succes- 

V  sives.  En  effet ,  supposons  qu'on  ait  à  évaluer  une 
?■>  quantité  quelconque  donnée  a,  qui  ne  soit  pas  ex- 
îi  primable  par  un  nombre  entier  ;  la  voie  la  plus  simple 
r  est  de  commencer  par  chercher  le  nombre  entier  qui 
1-)  sera  le  plus  proche  de   la  valeur  de  « ,  et  qui  n'en 

V  différera  que  par  une  fraction  moindre  que  l'unité, 
T  Soit  ce  nombre  a,  et  l'on  aura  a  —  cl  égal  à  une  frac- 

,  •  1.      .   '     j  1 

îi  tion  plus  petite  que  1  unité  :  de  sorte  que seraau 

^       ^  ^  a — a. 

V  contraire  un  nombre  plus  grand  que  l'unité.  Soit  donc 
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5^  nr:  ^ ,  et  comme  b  doit  être  un  nombre  plus  grand 

/)  que  l'unité,  on  pourra  chercher  de  même  le  nombre 
»î  entier  qui  approchera  le  plus  de  la  valeur  de  b  \  et  ce 
î>  nombre  étant  nommé  iS,  on  am'a  de  nouveau^  —  /S 
a-)  égal  à  une  fraction  plus  petite  que  l'unité ,  et  par 

7i  conséquent  -7 -r  sera  égal  à  une  quantité  plus  grande 

-il  que  l'unité ,  qu'on  pourra  désigner  par  c  :  ainsi ,  pour 
))  évaluer  c,  il  n'y  aura  qu'à  chercher  pareillement  le 
V  nombre  entier  le  plus  proche  de  c ,  lequel  étant  dé- 
î3  signé  par^,  on  aura  c  —  y  égal  à  une  quantité  plus 

n  petite  que  1  umte ,  et  par  conséquent sera  égal 

)5  à  une  quantité  d  plus  grande  que  l'unité ,  et  ainsi  de 

îî  suite.  Par  ce  moyen,  il  est  clair  qu'on  doit  épuiser 

51  peu  à  peu  la  valeur  de  a ,  et  cela  de  la  manière  la 

51  plus  simule   et  la  plus   prompte  qu'il  est  possible, 

)i  puisqu'on  n'eni^iloie  que  des  nombres  entiers  dont 

>î  chacun  approche ,   autant  qu'il   est  possible ,  de  la 

îî  valeur  cheichée. 

-ï)  Maintenant ,  puisque =  Z> ,  on  aura 

Q. — et 
1  ,     1 

b  '   b 

5)  de  même ,  à  cause  de  -, =  c ,  on  aura 

j-i  et  à  cause  de  z^d ,  on  aura  pareillement 


,    1 


d' 
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)î  et  ainsi  de  suite  ;  de  sorte  qu'en  substituant  successi- 
}->  vement  ces  valeuià ,  on  aura 

n  et  en  général 

51  II  est  bon  de  remarquer  ici  que  les  nombres  «« ,  /^ ," 
n  y,  etc.  qui  représentent,  comme  nous  venons  de  le 
}->  voir,  les  valeurs  entières  approchées  des  quantités  a, 
:i  b  ,  c  ,  etc.  peuvent  être  pris  chacun  de  deux  manières 

V  différentes,  puisqu'on  peut  prendre  également  pour 
•)i  la  valeur  entière  approchée  d'une  quantité  donnée , 

V  l'un  ou  l'autre  des  deux  nombres  entiers  entre  les- 

V  quels  se  trouve  cette  quantité  ;  il  y  a  cependant  une 
;i  différence  essentielle  entre  ces  deux  manières  de 
r)  prendre  les  valeurs  approchées,  par  rapport  à  la  frac- 
r  tion  continue  qni  en  résulte  ;  car  si  on  prend  toujours 
i-)  les  valeurs  approchées  plus  petites  que  les  véritables, 
)i  les  dénominateurs  5,  y  ^  «T  ,  etc.  seront  tous  positifs, 
5">  au  lieu  qu'ils  seront  tous  négatifs  ^  si  on  prend  les  va- 
5T  leurs  apprpchées  toutes  plus  grandes  que  les  véri- 
'■)  tables,    et  ils  seront  en  partie  positifs  et  en  partie 

V  néi^atifs,  si  les  valeurs  approchées  sont  prises  tantôt 
i")  trop  petites  et  tantôt  trop  grandes. 

5-)  En  effet ,  si  a  est  plus  petit  que  a,  a— «c  sera  une 
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T»  quantité  positive  ;  donc  h  sera  positif,  et  B  le  sera 
5-)  aussi  ;  au  contraire,  a  —a  sera  négatif,  si  a.  est  plus 
•)">  grand  que  a:  donc  b  sera  négatif ,  et  ^  le  sera  aussi. 
î>  De  même  si  /S  est  plus  petit  que  b ,  b  —  /2  sera  tou- 
Dî  jours  une  quantité  positive;  donc  c  le  sera  aussi,  et 
;i  par  conséquent  aussi  y  :  mais  si  (6  est  plus  grand  que 
51  b  j  b — ^  sera  une  quantité  négative;  de  sorte  que  c, 
•n  et  par  conséquent  aussi  y,  seront  négatifs,  et  ainsi 
)î  de  suite. 

n  Au  reste ,  lorsqu'il  s'agit  de  quantités  négatives, 
11  j'entends  par  quantités  plus  petites  celles  qui,  prises 
Y)  positivement ,  seraient  plus  grandes. 

11  Je  dois  remarquer  encore  que  si  parmi  les  quan- 
:*)  tités  a  y  b  ,  c ,  dj  etc.  il  s'en  trouve  une  qui  soit  égale 
11  à  un  nombre  entier ,  alors  la  fraction  continue  sera 
11  terminée ,  parce  qu'on  pourra  y  conserver  cette  quan- 
11  tité  même.  Par  exemple,  si  c  est  un  nombre  entier, 
r)  la  fraction  continue  qui  donne  la  valeur  de  a  sera 

C 

11  En  eîTet,  il  est  clair  qu'il  faudrait  prendre  7==c, 
n  ce  qui  donnerait 

^=—^  =  -  =  00    m, 
c  —  y       o 

11  et  par  conséquent  d  =  oo  ;  de  sorte  que  l'on  aurait 

^  +  -+-1, 


{^)  Le  caractère  co  est,  comme  on  volt,  celui  dont  les  anaJysto» 
se  sen-ent  pour  désirer  une  quantité  infinie,  ou  ce  que  devient  une 
fiaciiondontledtnominateur  s'évanouit  {ElémensbS). 

les 
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îH  les  termes  suivans  s'évanouissent  vis-à-vis  de  la  quan- 

j)  tité  infinie  00   :  or,  —  =  o  ;  donc  on  aura  simplement 

y 

51  Ce  cas  arrivera  toutes  les  fois  que  la  quantité  a  sera 
tt  commensurable,  c'est-à-dire,  qu'elle  sera  exprimée 
51  par  une  fraction  rationnelle  ;  mais  lorsque  a  sera  une 
jî  quantité  irrationnelle,  alors  la  fraction  continue  ira 
)?  nécessairement  à  l'infini. 

V  112.  Supposons  que  la  quantité  a  soit  une  fraction 

V  ordinaire  — ,  ^  et  ^5  étant  des  nombres  entiers  donnés; 

V  il  est  d'abord  évident  que  le  nombre  entier  et  qui  ap- 

71  prochera  le  plus  de  — ,  sera  le  quotient  de  la  division 

V)  de  A  par  B.,  ainsi,  supposant  la  division  faite  à  la 
51  manière  ordinaire ,  et  nommant  a.  le  quotient  et  Cle 
î?  reste ,  on  aura 

A  C 

7)  donc  è  =  77  ;  pour  avoir  de  même  la  valeur  entière 

n 

îi  approchée  jS  de  la  fraction  ~ ,  il  n'y  aura  qu'à  diviser 

Y)  B  par  C,  et  prendre  pour  /S  le  quotient  de  cette  divi- 
h  sion  ;  alors  nommant  D  le  reste ,  on  aura 


ji  et  par  conséquent 


'=»-■ 


2. 
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■^  on  continuera  donc  à  diviser  CparD,  et  le  qnotien<: 
;o  sera  la  valeur  du  nombre  y  y  et  ainsi  de  suite;  d'où 
-n  résulte  cette  règle  fort  simple  pour  réduire  les  frac- 
r>  tions  ordinaires  en  fractions  continues  : 

■s-)  Divisez  d'abord  le  numérateur  de  la  fraction  pro^ 
51  posée  par  son  dénominateur  y  et  nommez  le  quotient  et; 
ji  divisez  ensuite  le  dénominateur  par  le  reste ,  et  nommez 
p  le  quotient  /2;  divisez  après  cela  le  premier  reste  par 
y)  le  second  reste,  et  soit  le  quotient  y;  continuez  ainsi 
51  en  divisant  toujours  l'avant- dernier  reste  par  le  der- 
55  nier j  jusqu'à  ce  qu'il  s»  présente  une  division  qui  se 
55  fasse  sans  reste ^  ce  qui  doit  nécessairement  arriver, 
55  puisque  les  restes  sont  tous  des  nombres  entiers  qui 
r>  vont  en  diminuant  ;  vous  aurez  la  fraction  continu» 


a 

55  qui  sera  égale  à  la  fraction  donnée. 

^5  ii3.  Soit  proposé  de  réduire  en  fraction  continne 
55  la  fraction  -Vrr-  On  divisera  donc  i  io3  par  887  ,  on 
•^5  aura  le  quotient  1  et  le  reste  216;  on  divisera  887 
:5  par  216,  on  aura  le  quotient  4  et  le  reste  a3;  on  divi- 
55  sera  216  par  23  ,  ce  qui  donnera  le  quotient  9  et  le 
55  reste  9  ;  on  divisera  encore  23  par  9  ,  on  aura  le  quo- 
51  tient  2  et  le  reste  5;  on  divisera  9  par  5  ,  on  aura  le 
55  quotient  1  et  le  reste  4  ;  on  divisera  5  par  4  ,  on  aura 
55  le  quotient  1  et  le  reste  1  ;  enfin ,  divisant  4  par  1  ,  on 
51  aura  le  quotient  4  et  le  reste  nul ,  de  sorte  que  l'opé- 
5.1  ration  sera  terminée.  B.assemblant  donc  par  ordre  tous 
55  les  quotiens  trouvés  ,  on  aura  cette  série  :  1 ,  4  >  9  *  2^ 
y)  1,1^4»  t^'oùroQ  formera  la  fraction  contimiâ 


t)ES 

E  L  É  M  E  N  s 

D' 
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}  io3 

^-^.= 

-h 

■^'^H- 

51  114.  Comme  dans  la  manière  ordinaire  de  faire  les 
51  divisions,  on  prend  toujours  pour  quotient  ]e  nombre 
31  entier  qui  est  égal  ou  moindre  que  la  fraction  proposée, 
15  il  s'ensuit  que  ,  parla  méthode  précédente  ,  on  n'aura 
71  que  des  fractions  continues  dont  tous  les  denomi- 
51  Dateurs  sont  des  nombres  positifs. 

Or  on  peut  aussi  prendre  pour  quotient  le  nombre 
51  entier  qui  est  immédiatement  plus  grand  que  la  valeur 
11  de  la  fraction,  lorsque  cette  fraction  n'est  pas  réduc- 
51  tible  à  un  nombre  entier ,  et  pour  cela ,  il  n'y  a  qu'à 
T>  augmenter  d'une  unité  la  valeur  du  quotient  trouvé  à 
71  la  manière  ordinaire;  alors  le  reste  sera  négatif,  et  le 
11  quotient  suivant  sera  nécessairement  négatif.  Ainsi  on 
11  pourra ,  à  volonté ,  rendre  les  termes  de  la  fraction 
)i  continue  positifs  ou  négatifs. 

Il  Dansl'exemple  précédent,  au  lieu  de  prendre  1  pour 
•1  le  quotient  de  1 1  o3  divisé  par  887  ,  je  puis  prendre  2  ; 
Y)  mais  j'aurai  le  reste  négatif —  671 ,  parlequel  il  faudra 
>7  maintenant  diviser  887  :  on  divisera  donc  887  par 
51  —  67 1 ,  et  l'on  aura  ou  1  e  quotient  —^1  et  le  reste  2 1 6" 
51  ou  le  quotient  —  2  et  le  reste  . —  4^5.  Prenons  le  quo- 
tient plus  grand  —  1  ,  et  alors  il  faudra  diviser  le  reste 
— 671  par  le  reste  216,  d'où  l'on  aura  ou  le  quotient 
— 3  et  le  reste  — 23  ,  ou  le  quotient  — 4  ^^  le  reste 
1  ^3.  Je  continue  la  division  en  adoptant  le  quotientplus 
gi'and — 3;  j'aurai  à  diviser  le  reste  216  par  le  reste 
— 23 ,  ce  qui  me  donnera  ou  le  quotient  —9  et  le  reste 
9,  ouïe  quotient  — 10  et  le  reste  — 14,  et  ainsi  de  suite. 
n  De  cette  manière  on  aura 


aaS  COMPLÉMENt 


1 1 o5  .  1 

=  2 


~-^+— +etc. 
jr  où  l'on  yoitque  tousies  dénorninateurs  sont  négatifs, 

ji  1 15.  On  peut  au  reste  rendre  positif  chaque  déno- 
ji  minateur  négatif,  en  changeant  le  signe  du  numéra- 
■n  teur  ;  mais  il  faut  alors  changer  aussi  le  signe  du  nu- 
>»  mératcur  suivant-,  car  il  est  clair  qu'on  a 

1  1 

^   *^  —  j'  -4-  -  V  —   -, 

^  ^  4-  etc.  'TT  -f.  etc. 

î>  Ensuite  on  pourra ,  si  Ton  veut ,  faire  disparaître 

V  tous  les  signes  —  de  la  fraction  continue ,  et  la  réduire 

V  à  une  autre  où  tous  les  teria.es  soient  positifs;  car  on  a 
1^  en  général 


V  —  1  -{-  etc. 

D  comme  on  peut  s'en  convaincre  aisément ,  en  réduisant 
»  ces  deux  quantités  en  fractions  ordinaires. 

îi  On  pourrait  aussi ,  par  un  moyen  semblable ,  intro- 
fl  duire  des  termes  négatifs  à  la  place  des  positifs,  car 
#  on  a 


''+r+«c.='^+'-T 


1  -^etc. 


>f  d'où  Von  voit  que ,  par  ces  sortes  de  transformations, 
D  on  peut  quelquefois  simplifier  une  fraction  continue, 
h  et  la  réduire  à  un  moindre  nombre  de  termes;  ce  qui 
f)  aur.a  lieu  toutes  les  fois  qu'il  y  aura  des  dénominateurâ, 
'a  ég^x  À  l'unité  positiyt  ou  négative. 
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»  En  général ,  il  est  clair  que  ,  pour  avoir  la  fraction 
"•>  continue  la  plus  convergente  qu'il  est  possible  vers  la 
7î  valeur  de  la  quantité  donnée.,  il  fauttoujours  prendre 
î'  pour  at ,  iS ,  y,  etc.  les  nombres  entiers  qui  approchent 
3'  le  plus  des  quantités  ^,  6,  c,  etc.  soit  qu'ils  soient 
>i  plus  petits  ou  plus  grands  que  ces  quantités  :  or  il  est 
n  facile  de  voir  que  si ,  par  exemple  ,  on  ne  prend  pas 
5î  pour  rt,  le  nombre  entier  qui  approche  le  plus,  soit 
îi  en  excès  ou  en  dcfautde  a,  le  nombre  suivant  |S  sera 
V  nécessairement  égal  à  l'unité.  En  effet,  la  différence 
)î  entre  a  et  ût  sera  alors  plus  grande  que  7,  par  consé- 

)î  quent  on  aura  br=z ,  plus  petit  que  a  :  donc  ^  ne 

û.  —  et 

)>  pourra  être  qu'égal  à  l'unité. 

ti  Ainsi ,  toutes  les  fois  que ,  dans  une  fraction  con- 
»  tinue ,  on  trouvera  des  dénominateurs  égaux  à  l'unité, 
w  ce  sera  une  marque  que  l'on  n'a  pas  pris  les  dénomi- 
î^  nateurs  précédens  aussi  approchans  qu'il  est  possible, 
5î  et  que  par  conséquent  la  fraction  peut  se  simplifier  en 
îi  augmentant  ou  en  diminuant  ces  dénominateurs  d'une 
51  unité  ;  ce  qu'on  pourra  exécuter  par  les  formules  pré- 
)i  cédentes ,  sans  être  obligé  de  refaire  en  entier  le 
i)  calcul. 

r>  1 16.  La  méthode  du  n*  112  peut  servir  aussi  à  ré- 
>î  duire  en  fraction  continue  toute  quantité  quelconque, 
îi  pourvu  qu'elle  soit  auparavant  exprimée  en  décimales; 
»  mais  comme  la  valeur  en  décimales  nepeutétre  qu'ap- 
n  prochée,  et  qu'en  augmentant  d'une  unité  le  dernier 
m  caractère,  on  a  deux  limites  entre  lesquelles  doit  se 
«  trouver  la  vraie  valeur  de  la  quantité  proposée  ,  il 
»  faudra ,  pour  ne  pas  sortir  de  ces  limites  ,  faire  à-la- 
>■»  fois  le  même  calcul  sur  les  deux  fractions  dont  il  s'a- 
»  git,  et  n'admettre  ensuite  dans  la  fraction  contmue 

5 


I 
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»  que  les  qiiotiens  qui  résulteront  également  des  deux 
»  opérations  ii. 

Si ,  par  exemple  ,  il  s'agit  d'exprimer  en  fraction 
contiime  la  racine  quarrée  de  2 ,  dont  la  valeur  en  dé- 
cimale est  entre  1,4 1421 5  et  i,4i4^i4>  ^^  ^^^'^  ^ 
réduire  en  fractions  continues  les  fractions  ordinaires 
suivantes  :  ^i^; ,  \U^o  \  on  trouvera  pour  toutes 
deux  les  6  premiers  quotiens  égaux  à  2  ,  mais  le  'j' 
serait  5  pour  l'une  et  1  pour  l'autre  :  on  a  donc  de 
cette  manière 

^  +  5  +  1     , 

Au  reste ,  il  est  à  propos  de  remarquer  que  ,  quelque 
nombre  de  décimales  qu'on  ait  dans  la  valeur  de  la 
racine  quarree  de  2,  la  fraction  continue  conserve  la 
même  forme ,  comme  on  le  prouvera  plus  loin. 

u  La  fraction  décimale  qui  exprime  le  rapport  de 
la  circonférence  au  diamètre  ,   est  ,    par  le   calcul 

de  Yiète  ,  3, 1416926535  de  sorte  qu'on  aura  la 

fraction  imii^illl^  à  réduire  en  fraction  continue 
par  la  méthode  ci-dessus  :  or ,  si  on  ne  prend  que  la 
fraction  |^^i^,ontrouve  les  quotiens  3,  7,1 5,  1^,  etc. 
51  et  si  on  prenait  la  fraction  plus  grande  {Hlll ,  on 
71  trouverait  les  quotiens  3,7,16,  etc.  de  sorte  que  le 
51  troisième  quotient  demeurerait  incertain;  d'où  l'on 
55  voit  que  pour  pouvoir  pousser  seulement  la  fraction 
55  continue  au-delà  de  trois  termes,  il  faudra  nécessai- 
V  rement  adopter  une  valeur  de  la  circonférence  qui  ait 
>5  dIus  de  six  caractères. 
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^^  Si  on  prend  la  valeur  donnée  par  Ludolph  (  Yan 
r>  Ceulen  )  en  trente-cinq  caractères ,  et  qui  est 

o,i4i59  25535  89793  23846  26433  83279  60288, 

51  et  qu'on  opère  en  même  temps  sur  cette  fraction  et 
r>  sur  la  même,  en  y  augmentant  le  dernier  caractère  8 
r  d'une  unité,  on  trouvera  cette  suite  de  quotiens  :  3,7, 
)>  i5,  1,  292,  1,  1,  1,2,1,  3,  i,  14,2,  1,  I,  2,  2,  2,2, 
^^  1,  ^,  2,  1,  1,  i5,  3,  ao,  1,  4,  2,  6,  6,  1  -,  de  sorte 
»  que  l'on  aura 

circonf.         r,  .   ^ 

— _:L_r=:0-f--    ,      I 

diamètre.  7  ^r  — ^   ,    ^ 

lo-f-   ,      1 

^  1  -f  etc. 

)i  Comme  il  y  a  ici  des  dénominateurs  égaux  à  l'unité, 
■fi  on  pourra  simplifier  la  fraction ,  en  y  introduisant  des 
r>  termes  négatifs ,  par  les  formules  du  n°  1 1 5 ,  et  l'on 
y*  trouvera 

circonf,    5    .   ^ 

diamètre.  7  -| — -^         \ 

/        16 ;       1 

294— 5  _i 

3  4-  etc. 
o^  ou  bien 

diamètre.  7'^"'^    ,        ^ 


'  -294  +  5    ,   _i 

^^-3  + etc. 

:•)  117.  Après  avoir  expliqué  la  génération  des  frac- 
n  lions  continues ,  nous  allons  en  montrer  les  usages  et 
/v  les  principales  propriétés^ 

4 
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v  n  est  d'abord  évident  que  plus  on  prend  de  termes' 
5î  dans  une  fraction  continue,  plus  on  doit  approcher  de 
»  la  vraie  valeur  de  la  quantité  qu'on  a  exprimée  par 
»  cette  fraction  ;  de  sorte  que  si  on  s'arrête  successive- 
w  ment  à  chaque  terme  de  la  fraction ,  on  aura  une  suite 
îi  de  quantités  qui  seront  nécessairement  convergentes 
»  vers  la  quantité  proposée. 

n  Ains^ ,  ayant  réduit  la  valeur  de  a  à  la  fraction  con* 
n  tinue 

-^^J^  +  etc. 
51  on  aura  les  quantités 

^y,  etc. 

5î  ou  bien,  en  réduisant , 


etc. 


*  qui  approcheront  de  plus  en  plus  de  la  valeur  de  a, 

1-)  Pour  pouvoir  mieux  juger  de  la  loi  et  de  la  conver- 
y»  gence  de  ces  quantités,  nous  remarquerons  que,  par 
n  les  formules  du  n°  1 1 1  ,  on  a 

a  —  ct-\-r^,     b  =  ^  +  -^,     czzzy-j-^y  etc. 

55  d'où  l'on  voit  d'abord  que  a.  est  la  première  valeur  ap- 

îi  prochée  de  a  ;  qu'ensuite,  si  on  prend  la  valeur  exacte 

etb  -4-  ï  ,  .     .  , 

«  de  a,  qm  est  — j ,  et  qu  on  y  substitue  pour  b  sa 

V  valeur  approchée  |3 ,  on  aura  cette  valeur  plus  ajpprot 
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,  .     «5  +  1  ,  ,         . 

1  chee  — -= —  :   qu  on  aura  de  même  une   troisième 

51  valeur  plus  approchée  de  a,  en  mettant  d'abord  pour 

,           1                    /3  c  -4-  1  •  -1 

»  b  «a  valeur  exacte ,  ce  qui  donne 

"=  /2c  +  i ' 

?■>  et  prenant  ensuite  pour  c  la  valeur  approchée  y;  par 
)i  ce  moyen ,  la  nouvelle  valeur  approchée  de  a  sera 

^>+i 

y»  continuant  le  même  raisonnement,  on  pourra  appro- 
»  cher  davantage  ,  en  mettant  dans  l'expression  de  a 
t")  trouvée  ci-dessus,  à  la  place  de  c,  sa  valeur  exacte 


d 


y  ce  qui  donnera 


î>  et  prenant  ensuite  pour  d  sa  valeur  approchée  /;  de 
>i  sorte  qu'on  aura  pour  la  quatrième  approximation  la 
n  quantité 

îî  et  ainsi  de  suite. 

î«  De  là  il  est  facile  de  voir  que  si  par  les  moyens  des 
»  nombres  «t,  l?,  ;/,  cT,  etc.  oa  forme  les  expressions 
«  suivantes  : 


lo^i 


C   0   M   P 

L   E    M    E   N   7 

A^ct 

^•==1 

B-=(iA+    I 
C  —  yB^  A 
D^SC-^B 
E=sD-\-C 

B^=(6 

0=yB'-hA' 
D'  =  }  O-i-B' 

E'  r=  s  Z)'  -1-  O 

etc. 

etc. 

71  on  aura  cette  suite  de  fractions  convergentes  vers  la 
3>  quantité  a  : 

-±_       ^       Ç_       D_       E_       F_ 

A^'     B^*     O  •     D'*     E'*     F''  ^^^" 

r>  Si  la  quantité  a  est  rationnelle  ,   et  représentée  par 

31  une  fraction  quelconque  —  ,  il  est  évident  que  cette 

3î  fraction  sera  toujours  la  dernière  dans  la  série  précé- 

-)•>  dente  ;  puisque  dans  ce  cas  la  fraction  continue  sera 

V  terminée ,  et  que  la  dernière  fraction  de  la  série  ci- 

3^  dessus  doit  toujours  équivaloir  à  toute  la  fractbn 

5î  continue. 

Y)  Mais  si  la  quantité  a  est  irrationnelle  ,  alors  la  frac- 
71  tion  continue  allant  nécessairement  à  l'infini,  on  pourra 
T>  aussi  pousser  à  l'infini  la  série  des  fractions  con- 
»  vergentes. 

y)  1 18.  Examinons  maintenant  la  nature  de  ces  frae- 
r>  tions;  et  d'abord  il  est  visible  que  les  nombres  A, 
-il  B,  C,  etc.  doivent  aller  en  augmentant,  aussi  bien 
71  que  les  nombres  A\  B\  O  y  etc.  car,  i°.  si  les 
31  nombres  et ,  [6  ^  ^,etc.  sont  tous  positifs ,  les  nombres 
71  Ay  BjCy  etc.  A\  B\  C\  etc.  serontaussitous  po- 
71  sitifs ,  et  l'on  aura  évidemment 

B^Ay      C^B ,      P>C,etc. 
77  et 

B':=zou'^A\     O^B\     Z)'>CSetc. 
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51  2V  Siles  nombres  *,^,>,  etc.  sonttous  ou  en  partie 
îî  négatifs,  alors  parmi  les  nombres  A ,  B  ,C  etc.  et 
5^  A\  B'  ,C\  etc.  il  y  en  aura  de  positifs  et  de  né- 
51  gatifs;  mais  dans  ce  cas,  on  considérera  que  l'on  a  en 
75  général  par  les  formules  précédentes  , 

^         ^,1^  j^^-J^J-^etc 

:Z=^  +  ^'    T-y^-B^    ^_.^  +  ^,etc. 

55  d'où  l'on  voit  d'abord  que  si  les  nombres  et,  ^ ,  ^  ,  etc. 
55  sont  différens  de  l'unité,  quels  que  soient  d'ailleurs 
»  leurs  signes  ,  on  aura  nécessairement ,  en  faisant  ab;- 

)5  traction  des  signes,  -^  plus  grand  que  l'unité*  donc  — 

55  moindre  que  l'unité,  par  conséquent  —plus  grand  que 

55  l'unité  ,  et  ainsi  de  suite  :  donc  B  plus  grand  que  A  , 
j5   Cplus  grand  que  B  ,  etc. 

55  II  n'y  aura  d'exception  que  lorsque  parmi  les  nom- 
55  bres  rt,  /2,  >,  etc.  il  s'en  trouvera  d'égaux  à  l'unité. 
55  Supposons  ,  par  exemple ,  que  le  nombre  y  soit  le  pre- 
55  mier  qui  soit  égal  à  iti  i  ;  on  aura  d'abord  B  plus  gra^d 
55  que  a\  mais  C  sera  moindre  que  B ,  s'il  arrive  que  la 

,»  fraction  ^  soit  de  signe  différent  de;/,  ce  qui  est  clair 

C  A 

,5  par  l'équation  —  =  >  -f-  ;^  .  parce  que  dans  ce  cas , 

„  ^  j sera  un  nombre  moindre  que  l'unité  :  or  je 

^        B 
51  dis  qu'alors  on  aura  nécessairement  D  plus  grand  que 
55  B;  car  puisque  ^  =  =b  i ,  on  aura  (117) 

-     c=±i  +  5    et    c-i=i:i: 
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>•)  or,  comme  cet  d  sont  des  quantités  plus  grandes  que 
:•>  l'unité  (n  i) ,  il  est  clair  que  cette  équation  ne  pourra 
1'  subsister  ,  à  moins  que  c  et  c?  ne  soient  de  même  signe  ; 
•)->  donc  ,  puisque  y  et  S^  sont  les  valeurs  entières  appro- 
n  chées  de  c  et  c?,  ces  nombres  y  et  j  devront  être  aussi 

îi  de  même  signe  ;  mais  la  fraction  -ô"  =  >  4" -ô"  ^^it 

yi  être  de  même  signe  que  y ,  à  cause  que  y  est  un  nombre 

A 
»  entier,  et  — une  fraction  moindre  que  l'unité,  donc 

n  "ô"  ®t  <^  seront  des  quantités  de  même  signe  ;  par  cob-^ 

Yi  sequent  —  sera  une  quantité  positive.  Or  on  a 

C 

K  donc  multipliant  par  -^ ,  on  aura 

«  donc  —  étant  uiLe  quantité  positive,  il  est  clair  que 

y^  "^sera  plus  grande  que  l'imité;  donc  D  sera  pluf^ 

>î  grand  que  5. 

5T  De  là  on  voit  que  s'il  arrive  que  dans  la  série  A  y  3, 
Yi  C  y  etc.  il  se  trouve  un  terme  qui  soit  moindre  que  le 
j>  précédent,  le  terme  suivant  sera  nécessairement  plu» 
î")  grand;  de  sorte  qu'en  mettant  à  part  ces  termes  plu» 
p  petits  ,  la  série  ne  laissera  pas  d'aller  en  augmentant. 

î-)  Au  reste,  on  pourra  toujours  éviter,  si  l'on  veut, 
!rt  cet  inconYénient  „  soit;  en  pren^t  les  nombres  a^^^ 


DES     ÉLÉMENS    D' ALGÈBRE.  23/ 

:5  y  ,  etc.  tous  positifs,  soit  en  les  prenant  tous  dîfféreni 
î'  de  l'unité,  ce  qui  est  toujours  possible. 

îi  On  fera  les  mêmes  raisonnémens  par  rapport  à  la 
jT  série  A\  B^ ,  O ,  etc.  dans  laquelle  on  a  pareillement 

fi  d'où  Ton  déduira  des  conclusions  semblables  aux  pré— 
ji  cedentes. 

57   119.  Maintenant  si  on  multiplie  en  croix  les  termes 

.       r         .  ..  j  ,        ,    .     A       B        C 

fi  des  tractions  yoismes  dans  la  série  -r,  j  -pr^  >  t^,  >  etc. 

A     Jj      C* 

3>  on  trouvera 

BA'^AB'  —  i  ,       CB'  ^  B  O  —  AB'  -—B  A\ 
DO  —  CD'^BO  —  CB',  etc. 

«  d'où  je  conclus  qu'on  aura  en  général 

BA'  '-AB'  =  i 
CB'  —BOr=^i 

etc. 

n  Cette  propriété  est  très-remarquable,  et  donne  lîeu* 
yt  plusieurs  constquences  importantes. 

Y)  D'abord  on  voit  que  les  fractions  -rf  *  "ôt  >  7ÏÏ>^^^- 

r  doivent  être  déjà  réduites  à  leurs  moindres  termes  ;  car 
V)  si,  par  exemple,  C  et  O  avaient  un  commun  diviseur 
3>  auti^e  que  l'unité,  le  nombre  entier  CB^  — BO  serait 
îi  aussi  divisible  par  ce  même  diviseur,  ce  quine  ge  peut, 
57  k  cause  de  Ci^'  —  ^C'  =  — •  i. 
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31  Ensuite  si  on  met  les  équations  précédentei  souî 
•)■>  cette  forme  : 


B 

^              1 

B' 

A'  ~~  A'B' 

Ç 

B                   1     , 

o 

B^  "~       BO 

D 

C             1 

D' 

C'        CD' 

E 

D                  i     , 

E' 

D'  "~        D'E' 

etc. 

7)  il  est  aisé  de  yoir  queïes  différences  entre  les  fractiorii 

..,,,.    A     B      C  .       , 

31  YOismes  de  la  série  -77  ,  -rr  ,  ^r  >  etc.  vont  continuer- 
ai >  ^1  >  (ji  y 

51  lement  en  diminuant,   de    sorte  que  cette  série  est 
)î  nécessairement  convergente. 

p  Or  je  dis  que  la  différence  entre  deux  fractions 
3>  consécutives  est  aussi  petite  qu'il  est  possible  ,  ensorte 
5>  qu'entre  ces  mêmes  fractions  il  ne  saurait  tomber  au- 
/>  cune  autre  fraction  quelconque ,  à  moins  qu'elle  n'ait 

V  un  dénominateur  plus  grand  que  ceux  de  ces  frac- 
y>  tions-là. 

•)i  Car  prenons,    par    exemple,  les  deux  fractions 

CD,,     ^.^,  1 

r  ~et~  ,  dont  la  dilrerence  est    „        ,  et  supposons 

3)  s'il  est  possible ,  qu'il  existe  une  autre  fraction  -^  dont 

•>•)  la  valeur  tombe  entre  celles  de  ces  deux  fractions,  et 

V  dans  laquelle  le  dénominateur  n  soit  moindre  que  C' 

T-.,     T  .  m   ,  .  C 

n  ou  que  U^  \  donc  puisque  —  doit  se  trouver  entre  ~ 

»  et  -pr-  il  faudra  que  la  différence  entre  —  et  -—  ,    qni 
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m  C'  —  72  c       Ji  c —  m  C^  , 

S^  est — ou ^ ,  soit  plus  petite  que 

nC^  n  C^  "^  ^ 

1  ,.p^  D        C  ...         -  . 

•/">      ^        ,  diiicrence  enti*e  -^  ^t  —  ;  maisil  est  clair  que 

:î  celle-là  ne  saurait  être  moindre  que  ——'.donc  sin<^D\ 

n.  C/- 

r  elle  sera  nécessairement  plus  grande  que  ■  ;    de 

:i  même  ladiiierence  entre —  et  — -  ne   pouvant    être 

Il        D' 

'1  plus  petite  que    "      ,  sera  nécessairement  plus  grande 

T>  que  ,  si  71  <;  C ,  au    lieu   qu'elle  devrait  être 

r»  plus  petite. 

:i   120.    Voyons   présentement  de  combien  chaque 

51  fraction  de  la  série— 7  ,  — ,  etc.  approchera  de  la  va- 
A^     B^ 

:■)  leur  de  la  quantité  a.  Pour  cela,  on  remarquera  quj^ 

n  les  formules  trouvées  dans  le  n°  117  donnent 

Ah^-  1 
a  — 


A' h 
Bc  -4  A 

Cd-j-B 

—  Od^-B' 

'^'^  D'Q-^-  O 


-.)  et  ainsi  de  suite. 

C 

y)  Donc  si  on  veut  savoir  de  combien  la  fraction  —  , 

•0  par  exemple ,  approche  de  la  quantité  a  ^  on  cherchera 


34©  Complément 

V  la  difFérence  entre -^  et  a;  en  prenant  pour  a  laquait- 

»^  tite  ^,  ;  . — 37- ,  OR  aura 

C  _Cd^B      C__B  O  —  C^^ i_ 

^     C^^C^^i^^     O^C^OdJ^B'^^C^Od^B')  ' 

T)  à  cause  de  BO  —  CB^-=  1  (119)  :  or,  comme  on 
51  suppose  que  cT  soit  la  valeur  approchée  de  d ,  ensorte 
Y)  que  la  difFérence  entre  c?  et  cT  soit  moindre  que  Fu- 
ji nité  (111),  il  est  clair  que  la  valeur  de  Jseraren- 
-il  fermée  entre  les  deux  nombres  «T  et  «T  dl  1  (le  signe 
51  supérieur  étant  pour  le  cas  où  la  valeur  approchée  S' 
îi  est  moindre  que  la  véritable  dy  et  le  signe  inférieur 
31  pour  le  cas  où  «T  est  plus  grand  que  J  )  ,  et  que  par 
51  conséquent  la  valeur  de  Od-^B^  sera  aussi  renfermée 
71  entre  ces  deux-ci,  0^'\-B^  et  C(^'z!:ii)-f-^'  ^  c'est-à- 

C 

:i  dire  entre  Z>^  et  Z?^  dz  O  :  donc  la  différence  a  —  -r-. 


îi  sera  renfermée    entre   ces  deux  limites 

r>  -^^  ;  0(D'-^C^  '  ^^^ ^'^^  pourrajugerde  laquan- 
il  tité  de  l'approximation  de  la  fraction  -^i 
?i   121.  En  général ,  on  aura 
A    .        1 


B 

A^b 

1 

B'{B'c-^A') 

1 

D 

0{Od^B') 
1 

Y)  »t  ainsi  de  suite. 

D'{D'e  +  0) 

r>  Or 
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T>  Or ,  si  on  suppose  que  les  valeurs  approchées  ^^ ,  (3 , 

î^  y  y  etc.  soient  toujours  prises  moindres  que  les  vcri- 

'1  tables,  ces  nombres  seront  tous  positifs  ,  aussi  bien  que 

•   les  quantités  6,  c,  J,  etc.   (ni);  donc  les  nombres 

:•!  A,B ^CjQtc.  A\B\  C,etc.  seront  aussi  toujs  positifs; 

3"!  d'où  il  suit  que  les  différences  entre  la  quantité  a  et 

.      r       .       A     B      C  ,  . 

y^  les  tractions -7- ,  77- ,  tt-   ^tc.     seront     alternative- 
A^     /}'     C 

;■>  ment  positives  et  négatives  ;  c'est-à-dire  ,  que  ces  frac- 

Tt  tions    seront   alternativement    plus    petites   et  plus 

ri  grandes  que  la  quantité  a. 

)i  De  plus,   comme  è>-^,  <^^y  y  ^^^ >  ^^c.  (Jiyp-^ 
51  on  aura 

by^B',  B'cA-A'^B'y^A'^O, 

Od-f-  B'  ::>  OS  -\-  B'  ^  D\  etc. 

^^  et  comme  6<;S-|-i,  c<;^4-i^^<«^''4-i>on  aura; 

i><^'4-i  ,  B'c-\-A'<:B'(iy+i)-JrA'<:0-^B', 
<:'c/  +  i5^<C^(J^+i)^^^<Z)^  +  CS  etc. 

5-)  de  sorte  que  les  erreurs  qu'on  commettrait  en  prenant 

j       ff      /^ 

)i  les  fractions —j- ,  -777  >  tt:  ,   ^ic.  pour  la  valeur  de  a, 
A'     B'  C  ^  ' 

V  seraient  respectivement  moindres  que 

1  1  1 

etc. 


A'B'  '     B'O  '      OD' 
y\  mais  plus  grandes  que 
1  1 


-,  etc. 


A'  i^B'  -f-yt)'  B'{  O  H-  i>"  )  '  O  (  Z>^  4-  C'  ) 

r>  d'où  l'on  voit  combien  ces  erreurs   sont  petites,  et 

71  combien  elles  vont  en  diminuant  d'une  fraction  à 
•>•)  l'autre. 

a.  Q 
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ABC 
0  Maisily  aplus  :  puisque  les  fractions  -7; ,  "ôt?  7^>^*^- 

T)  sont  alternativement  plus  petites  et  plus  grandes  que  la 

•>'>  quantité  a,  il  est  clair  que  la  valeur  de  cette  quantité 

3î  se  trouvera  toujours  entre  deux  fractions  consécutives 

)>  quelconques  ;  or  nous  avons  vu  ci-dessus  (119)  qu'il 

V  est  impossible  qu'entre  deux  telles  fractions  puisse  se 
->-)  trouver  une  autre  fraction  quelconque  qui  ait  un  dé- 
>•>  nominateur  moindre  que  l'unde  ceux  de  ces  deuxfrac- 
5T  tions'jd'oùronpeutconclure  que  chacune  des  fractions 
)")  dontil  s'agit  exprime  la  quantité  a  plus  exactement  que 
»  iiepourrait  faire  toute  autre  fraction  quelconque,  dont 
îî  le  dénominateur  serait  plus  petit  que  celui  de  la  fraction 

31  suivante j  c'est-à-dire,  que  la  fraction -^r;,  par  exem- 

'1  pie ,   exprimera  la  valeur  de  a  plus  exactement  que 

V  toute  autre  fraction  — ,  dans  laquelle  n- serait  moindre 
)•>  que  D. 

T>   122.  Si  les  valeurs  approchées  et,  (i,y  y  etc.  sont 

>•»  toutes  ou  en  partie  plus  grandes  que  les  véritables  , 

;i  alors,  parmi  ces  nombres ,  il  y  en  aura  nécessairement 

r>  de  négatifs  (111)  -,  ce  qui  rendra  aussi  négatifs  quel- 

:->  ques-uns  des  termes  des  séries  A ,  B  ,  C,  etc.^',  B\ 

IV  C\  €tc.par  conséquent  les  différences  entre  les  frac- 

.       ABC 
-.•)  tions  —  ,  —,  —,  etc.  et  la  quantité  a ,  ne  seront  plus 
A      jj       O 

;i  alternativement  positives  etnégatives,  comme  dans  le 

D  cas  du  numéro  précédent;  de  sorte  que  ces  fractions 

:•)  n'auront  plus  l'avantage  de  donner  touîours  ôqs  limites 

51  enp/ii.setenmozn.sdelaqua'^tite  g,  avantage  d'une  très- 

?■>  grande  importance ,  et  qui  doit  par  conséquent  faire 

-^  préférer  toujours  dans  la  pratique  les  fractions  con- 
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T>  tinues  OÙ  les  dénominateurs  seront  tous  positifs.  Ainsi, 
j^  nous  ne  considérerons  plus  dan*  la  suite  que  des  frac- 
»  tions  de  cette  espèce. 

V   ia3.  Considérons  doncla  série 

iL    Ë-    £.    ^ 

î^  dans  laquelle  les  fractions  sont  alternativement  plus 
5»  petites  et  plus  grandes  que  la  quantité  a\  il  est  clair 
î>  qu'on  pourra  partager  cette  série  en  ces  deux-ci  : 

—       ^       L. 

î"»  La  première  sera  composée  de  fractions  toutes  plus  pe- 
n  tites  que  a,  et  qui  iront  en  augmentant  vers  la  quan- 
T)  tité  a\  la  seconde  sera  composée  de  fractions  toutes 
51  plus  grandes  que  a ,  mais  qui  iront  en  diminuant  vers 
•)•)  cette  même  quantité.  Examinons  maintenant  chacune 
)->  de  ces  deux  séries  en  particulier  :  dans  la  première  , 
)i  on  aura  (117)  et  (119), 

O       A'  "  A'  O  ' 


E 

F' 

C 

s 

,etc. 

0  — 

OE' 

et 

dans 

le 

seconde 

B 
B' 

on  aura 
D  ___ 

^ 

B'  J> 

) 

D 

F  __ 

D^F' 

j  etc. 

^44  COMPLÉMENT 

V  Si  les  nombres  ^,  <r,  g,  etc.  étaient  tous  cganx  k 

)•>  riinité,  on  pourrait  prouver,  comme  dans  le  n°  i  lo  , 

>i  qu'entre  deux  fractions  consécutives  quelconques  de 

r  Tune  ou  de  l'autre  des  séries  précédentes,  il  ne  pourrait 

Il  jamais  se  trouver  aucune  autre  fraction  dont  le  déno- 

:i  minateur  serait  moindre  que  ceux  de  ces  deux  frac- 

:'>  tions  ;  mais  il  n'en  sera  pas  de  même  ,  lorsque  les  nom- 

î^  bres  y,  S" ,  ?,  etc.  seront  difFérens  de  l'unité-,  cardans 

5>  ce  cas ,  on  pourra  insérer  entre  les  fractions  dont  il 

î>  s'agit  autant  de  fractions  intermédiaires  qu'il  y  aura 

V  d'unités  dans  les  nombres  y  —  i ,  é  —  i ,  s —  i  ,  etc. 

>^  et  pour  cela  ,   il  n'y  aura  qu'à  mettre  successivement 

îi  dans  les  valeurs  de   C  et  C^  (117),  les  nombres  1  ^ 

î^  2,  3, y  —  ij  àla  place  de  y;  et  de  mêmedaai 

y>  les  valeurs  de  Z>  et  Z>' ,  les  nombres  1 ,  2,0,..  .cT — i , 

îi  à  la  place  d  e  cT ,  et  ainsi  de  suite. 

11  1 24-  Supposons ,  par  exemple ,  que  y  soit  =4  >  ^^ 
r>  aura 

,     ^       .       J         C  , 

i->  et  on  pourra  mserer  entre  les  tractions-—  et  -:^,  trois 

n  ùâctiôns  iriiermédiaires ,  qui  seront 

n  -I-  J         9.P>  -\-  J         oB  Jr  A 

^       'n^ç~A'  '    Q.JJ'  -f-  A'  '    on'-\-  A'' 

;5  II  est  clair  que  les  dénominateurs  de  ces  fractioni 
r)  formant  une  suite  croissante  par  des  différences  égales., 
71  depuis  A^  jusqu'à  O  ,  et  les  numérateurs  depuis  A 
>■>  jusqu'à  C;  et  nous  allons  voir  que  les  fractions  elles- 

>i  mêmes  croissent  aussi  continuellement  depuis-— )us- 
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,y    C 

r>  qu'à— -^  en  sorte  qu'il  serait  maintenant  impossible 
"^  d'insérer  dans  la  série 
^     B-}-A     ^n-\-A     ZB-irA     4B-\-J         C 

■■'  aucune  fraction  dont  la  valeur  tombât  entre  celles  des~ 
V  dtux  fractions  consécutives,  et  dont  le  dénominateur 
)^  se  trouvât  aussi  entre  ceux  des  mêmes  fractions.  Car  si 
>i  on  prend  lesdifFerences  entre  les  fractions  précédentes, 
»i  on  aura ,  à  cause  de  BA^  —  AB^  =  i , 

B^A        A  1 


B'-\-A'       A^        A^{B'-\-A:) 
nBJ^A  B-\-A  1 


^B'^A'         B'-\-A'  (/."-r^i')   i-iB'^A') 

'5B-\-A         iB^A  1 


ZB'-\-A'       <iB'-\-A'  ~~    {aB'-j-A')  {jJU'-\-A') 
C         '5B-irA  __  1 

C       ùB'^A^~~  (pB^^A')  O    '' 

'^  d'où  l'on  voit  d'abord  aueles  fractions— r, ,  -7- — -7-jetc. 
■"  A     li  -t  A 

n  vont  en  augmentant,  puisque  leurs  diiTtrences  sont 

V  toutes  positives  ;  ensuite,  comme  ces  différences  sont 

r  égales  à  l'unité  divisée  par  le  produit  de  deuxdénomi- 

■)^  nateurs  ,  on  pourra  prouver,  par  un  raisonnement  ana- 

^^  logue  à  celui  que  nous  avons  fait  dans  le  n"  119,  qu'il 

^^  est  impossible  qu'entre  deux  fractions  consécutives  de 

'^  la  série  précédente ,  il  puisse  tomber  une  fraction  quel- 

-.1   conque  — ,  si  le  dénominateur  n  tombe  entre  leâdéno- 
n 

•n  minateurs  de  ces  fractions,  ou  en  général,  s'il  est  plus 

r;  petit  que  le  plus  grand  des  deux  dénominateurs. 

ù 


^4^  COMPLÉMENT 

'•)  De  plus ,  commeics  fractions  dont  nous  parlons  sont 
1-)  toutes  plus  petites  que  la  vraie  valeur  de  c,  et  que  la 

)»  fraction  -^ ,  estplus  grande  ,  il  est  évident  que  chacune 

^1  de  ces  fractions  approchera  de  la  quantité  a ,  en  sorte 
V  que  la  différence  en  sera  plus  petite  que  celle  de  la 

ji  même  fraction  et  de  la  fraction  -rr-  ]  or  on  trouve 


A 

B 

A' 

B 

B-^A 

B 

B'^A' 

B' 

9.B-^A 

B 

zB'~rA' 

B^ 

'àB-^A 

B 

"ùB'-^A' 

B' 

C 

B 

Ô' 

B' 

A'B^ 


{B^-\-A^)B^ 

{q.B'-\-A')B' 

1 
IdB'-\-A')B' 
1 


OB' 


:-i  Donc ,  puisque  ces  différences  sont  aussi  égales  â 
n  l'unité  divisée  par  le  produit  des  dénominateurs,  ony 

V  pourra  appliquer  le  même  raisonnement  du  n°  119, 

V  pour  prouver  qu'aucune  fraction  —  ne  saurait  tomber 

,  j        r        .        A      B-^A 

'.■>  entre  une  quelconque   des   tractions  — -,  ,  — : 

^  ^  A''  B'-{-A' 

QB-i-A  -    „       .      B       .-    ,, 

,  etc.  et  la  traction  -— ,  si  le  dénominateur  n 


2B'-j-A''  B^' 

r>  est  plus  petit  que  celui  de  la  même  fi-action  ;  d'où  il 
y>  suit  que  chacune  de  ces  fractions  approche  plus  delà 
îT  quantité  a  que  ne  pourrait  faire  toute  autre  fraction 
r  plus  petite  que  c,  et  qui  aurait  un  dénominateur  plus 


I 
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^  petit,  c'est-à-dire,  qui  serait  conçue  en  termes  plus 
r>  simples. 

»   1 25.  Nous  n'avons  considéré  dans  le  nmnéro  précé- 

yi       C 
"  dent  que  les  fractions  intermédiaires  entre— r^et—: 

^-  il  en  sera  de  même  des  fractions  intermédiaires  entre 

C      E  E        G 

''  -^  et—,  entre—  et— ,  etc.    sis,  ;?,  etc.  sont  de* 

r  nombres  plus  grands  que  l'unité. 

^  •         V  n  ,  .    B       D 

-.'  Un  peut  aussi  appliquer  a  1  autre  série  777  ,    7=71    , 

F 

■  —,  etc.  tout  ce  que  nous  venons  de  dire  relativement  à 

.  ..         ,   .    J      C 

;i  la  première  série  -Ti  >  tt;-,  etc.  de  sorte  que  si  les  noni- 

r  bres  S  ,  ^,  etc.  sont  plus  grands  que  l'unité,  on  pourra 

v  insérer  entre  les  tractions  -777  et  — ,  entre  —  et—,  etc. 

Il  diïïéYentesïi'actionsintermédiaires,  toutesplus  grandes 
1^  que  a .  mais  qui  iront  continuellement  en  diminuant ,  et 
^^  qui  seront  telles  qu'elles  exprimeront  la  quantité  a  plu.^ 
î")  exactement  que  ne  pourraitfaire  aucune  autre  fraction 
^1  plus  grande  que  a ,  et  qui  serait  conçue  en  termes  plus 
r  simples. 

J-)  De  plus,  si  5  estaussi  un  nombre  plus  grand  que  Tu- 

'"  nité ,  on  pourra  pareillement  placer  avant  la  fraction 

B     ,    r       •       -^  +  1     2_//-fi     oA-hi      ^      . 

71  -—,  les  tractions * — , ■ — ,  ;; —  ,  etc.  jus- 

i>'  120 

^.M-^l  .       B  r  ■  ., 

y»  qu  a — ,  savoir,—-,  et  ces  tractions  auront  Je» 

^  &  B' 

•)->  mêmes  propriétés  que  les  autres  fractions  interme— 

yt  diaires. 

4 
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)7  De   cette  manière    on  aura  donc  ces  deux  suites 
r  complètes  de  fractions  convergentes  vers  la  quantité  a . 

Fractions  croissantes  et  plus  petites  que  a. 

CJ  '  /)•-,  O  '  2Z>'-f  C  '  •  •  ■  •  (g— i)i)ia-C'  ' 
E      F^-E 

Fractions  décroissantes  et  plus  grandes  que  a. 
•^4-1    2,^-fi    {5^4- 1  (^^1)^4.1 

Z>  E-^D 

'D'  '       E'-\-D'  '  ^^^''  ^^^''  ^^^^ 

î^  Sila  quantité  a  est  irrationnelle ,  les  deux  séries  pré- 
y)  cédentes  iront  à  l'infini ,  puisque  la  série  des  fractions 

ABC 
''  yî'^  ^'  7?'  ^^^'  ^^^  ^^^^  nommerons  dans  la  suite 

V  fractions  principales,  pour  les  distinguer  des/raci/o/i^ 
)^  intennédiaires  y  va  d'elle-même  à  l'infini  (117). 

5î  Mais  si  la  quantité  a  est  rationnelle  et  égale  à  une 

V  fraction  quelconque  ^^  nous  avons  vu  dans  le  numéro 
>i  cité ,  que  la  série  dont  il  s'agit  sera  terminée  ,  et  que  la 
y^  dernière  fraction  de  cette  série  sera  la  fraction  même 
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V  .    ,         . 

r  ~  ;  donc  cette  fraction  terminera  aussi  nbcessairement 

y^  une  des  deux  séries-ci-dessus,  mais  l'autre  série  pourra 
•/i  toujours  aller  à  l'infini. 

n  En  effet ,  supposons  que  «T  soit  le  dernier  dénoml- 

:-•  nateur  de  la  fraction  continue,  alors  —  sera  la  der- 

î-)  nière  des  fractions  principales,  et  la  série  desfractions 
•1  plus  grandes  que  a  sera  terminée  par  cette  même  frac- 

.     D         ,,  ,  .     ,     p       . 

V  tion  — ;  or  1  autre  série  des  tractions  plus  petites  que  c, 

•;•>  se  trouvera  naturellement  arrêtée  à  la  fraction  —,  qui 

V.  précède  —  ;  mais  pour  la  contmuer ,  il  n  y  a  qu  a 

;>   considérer  que  le  dénominateur  «,  qui  devrait  suivre 

V  le  dernier  dénominateur  eT,  sera  =20     (111);    de 

?*)  sorte  que  la  traction  —  ,  qui  suivrait  —  dans  la  suite 
T  des  fractions  principales ,  serait 

oc  P-f  C  D_ 

ce  D'^O  ~~  D'  * 

r  or  ,  par  la  loi  des  fractions  intermédiaires ,  il  est  clair 
;•)  qu'à  cause  de  £=roo  ,  on  pomTa  insérer  entre  les  frac- 

C      E         . 

î")  tions  -rret  -7^  une  infinité  de  fractions  intemiédiairef, 

-n  qui  seront 

D-\-C         nP-^C         5D-\-C 


D''\-0'      ûD^-fO'     o/)'-;-C 


,  etc 
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)î  Ainsi,  dans  ce  cas,  on  pourra,  après  la  fraction  -^ 

îi  dans  la  première  suite  de  fractions,  placer  encore lei 

V  fractions  intermédiaires  dont  nous  parlons ,  et  les  con- 
Y)  tinuer  à  l'infini. 

5^  126.  Une  fraction  exprimée  par  de  grands  nombres 
Y)  étant  donnée  j  trouver  toutes  les  fractions  en  moindres 

V  termes ,  qui  approchent  si  près  de  la  vérité  ,  qu'il  soit 
v  impossible  d'en  approcher  dauantagepar  des  factions 
)i  plus  simples. 

57  Ce  problême  se  résoudra  facilement  par  la  théorie 
-il  que  nous  venons  d'expliquer. 

:i  On  commencera  par  réduire  la  fraction  proposée  en 
î-»  fraction  continue ,  par  la  méthode  du  n"  112,  en  ayant 
y)  soin  de  prendre  toutes  les  valeurs  approchées  plus  pe- 
r>  tites  que  les  véritables,  pour  que  les  nombres  at,  ,5,  ^,etc. 
n  soient  tous  positifs  -,  ensuite ,  à  l'aide  des  nombres  trou- 
)î  \ésa,  (^y  y ,  etc.  on  formera,  d'après  les  formules  du 

j      fi      f^ 
)i  n*  117,  les  fractions  -j^,  —,  -^,    etc.  dont  la  der- 

)i  nière  sera  nécessairement  la  même  que  la  fraction  pro- 

•>•)  posée ,  parce  que  ,  dans  ce  cas  ,  la  fraction  continue  est 

71  terminée .  Ces  fractions  seront  alternativement  plus  pe- 

•)•)  tites  et  plus  grandes  que  la  fraction  donnée,  et  seront 

51  successivement  conçues  en  termes  plus  grands;  et  de 

)■)  plus ,  elles  seront  telles ,  que  chacune  de  ces  fractions 

V  approchera  plus  de  la  fraction  donnée ,  que  ne  pourrait 

V  faire  toute  autre  fraction  quelconque  qui  serait  conçue 
51  en  termes  moins  simples.  Ainsi  on  aura  par  ce  moyen 
r  toutes  les  fractions  conçues  en  moindres  termes  q^e  la 
r.  proposée,  qui  pourront  satisfaire  au  problème. 

>?  Que  si  on  veut  considérer  en  particulier  les  fractions 
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•^  plus  petites  et  les  fractions  plus  grandes  que  la  pro- 

•-•'  posée,  on  insérera  entre  les  fractions  précédente» au- 

'^  tant  de  fractions  intermédiaires  que  l'on  pourra,  et  on 

•■>  en  formera  deux  suites  de  fractions  convergentes,  les 

>■>  unes  toutes  plus  petites  et  les  autres  toutes  plus  grandes 

^'  que  la  fraction  donnée  (i  23 ,  1 24  et  1 26)  ;  chacune  de 

'■>  ces  suites  aura  en  particulier  les  mêmes  propriétés  que 

1       •      ^     r       •  ...ABC 

•-^  la  smte  des  tractions  principales -jj,  -rr^,  ^n*  etc.  car 

îT  les  fractions  dans  chaque  suite  seront  successivement 
7'  conçues  en  plus  grands  termes",  et  chacune  d'elles  ap- 

V  procheraplus  de  la  fraction  proposée ,  que  ne  pourrait 
jt  faire  aucune  autre  fraction  qui  serait  pareillement  plus 
T>  petite  ou  plus  grande  que  la  proposée,  mais  qui  serait 
5'  conçue  en  termes  plus  simples. 

:■»  Au  reste,  il  peut  amver  qu'une  des  fractions  interm^ 
51  diaires  d'une  série  n'approche  pas  si  près  de  la  fraction 
?i  donnée ,  qu'une  des  fractions  de  l'autre  série ,  quoique 
r)  conçue  en  termes  moins  simples  que  celle-ci;  c'est  pour- 

V  quoi  il  ne  convient  d'employer  les  fractions  interme- 
îT  diaires ,  que  lorsqu'on  veut  que  les  fractions  cherchées 
y>  soient  toutes  plus  petites  ou  toutes  plus  grandes  que  la 
5-)  fraction  donnée. 

55  127.  Suivant  la  Caille  ,  l'année  solaire  est  de  565'  5" 
59  4^'  49":'  6*  P^i"  conséquent  plus  longue  de  5''48'  4^" 
r>  quel'année  commune  qui  est  de  3G5';si  cette  différence 
55  était  exactement  de  six  heures,elle  donnerait  un  j  our  au 
;5  bout  de  quatre  années  communes  ;  mais  si  on  veut  sa- 
î5  voir  au  juste  au  bout  de  combien  d'années  communes 
:5  cette  différence  peut  produire  un  certain  nombre  de 
f>  jours,  il  faut  chercher  le  rapport  qu'il  y  a  entre  24'' 
'5  et  5''48'49'S  c>n  trouve  ce  rapport  =::--J^-  de  sorte 
:5  qu'on  peut  dire  qu'au  bout  de  8640c  années  corn- 
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>i  munes,  il  faudrait  intercaler  20929  jours  pour  les  ré- 
r>  duireàdes  années  tropiques  (*) 

)">  Comme  le  rapport  de  86400  à  20329  est  e^rprimé  en 
y>  termes  fort  grands,  on  propose  de  trouver  en  des  termes 
31  plus  petits  des  rapports  aussi  rapproches  de  celui-ci 
îi  qu'il  lui  est  possible. 

T>  On  réduira  donc  la  fraction  |4I°°  en  fraction  con- 
î>  tinue  par  la  règle  donnée  dans  le  n°  112,  qui  est  la 
71  même  que  celle  qui  sert  atrouver  le  plus  grand  commua 
51  diviseur  de  deux  nombres  donnés  :  on  aura 


20929  S64oc^-=zA 
8371  s 

i2S84'20Q29' 

Il  8788 

1   ' 

7=5 

2141 

2684 

i—y 

2141 
"543 

2l4l.3~J^ 

1629 

5l2 

543 

1=? 

5l2 

^3i 

5l2 

iG=^ 

496 

3i 

i=n 

16 
i5 

16 

1=^ 

i5 

1 

l5îl5=.r:: 
0. 

(*)  On  appelle  année  solaire  onnnnée  tropique  Tespace  de  tcaij>s 
^u'ilfaut  pour  laïueiiei  la  tene  clans  la  même  position  à  Ttgaitl  du 
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w  Goanaissant  ainsi  tous  les  quotiens  a.,  2,  y^  etc.  on  en 

r  •  ,  .      ,  .    A     B  .    , 

:■>  lormera  aisément  la  sene  -7\i  ~77ii  ^tc.  de  la  manière 

)">  suivante  : 

4,     7,     1,     3,     1,     i6,       1,        1,        i5. 


51  OÙ  l'on  voit  que  la  dernière  fraction  est  la  même  que 
«  la  proposée. 

>i  Pour  faciliter  la  formation  de  ces  fractions,  on  écrira 
r>  d'abord,  comme  ie  viens  de  le  faire,  la  suite  des  quo- 
>i  tiens  4,  7,  i  ,  etc.  et  on  placera  au-dessous  de  ces 
îi  quotiens  les  fractions  f ,  i^,  -r»  ^^c.  qui  en  résultent. 

n  La  première  fraction  aura  toujours  pour  numéra- 
n  teur  le  nombre  qui  est  au-dessus ,  et  pour  dénomina- 
r)  teur  l'unité. 

.  n  La  seconde  aura  pour  numérateur  le  produit  du 
;")  nombre  qui  y  est  au-dessus  par  le  numérateur  de  la 
51  première,  plus  l'unité,  et  pour  dénominateur  le  nom- 
>5  bre  même  qui  est  au-dessus. 

:■>  La  troisième  aura  pour  numérateur  le  produit  du 
51  nombre  qui  v  est  au-dessus  par  le  numérateur  delà  se- 
59  conde,  plus  celui  de  la  première,  et  de  même  poux 


soleil.  Les  astronomes  ont  conclu  des  oLseivations  ,  que  cet  espace 
est  de  365  jours  n  heures  48  minutes  49  secondes  j  et  il  suit  de  là 
qu'au  bout  de  365  jours,  on  d'une  année  cii^ile ,  il  s'en  fan t  de 
5  heures  4^  minutes  4ç)  secondes  que  la  teire  n'ait  achevé'  sa  réro- 
lution  autour  du  soleil.  Ce  complément  se  trouve  compris  dans 
rannée  suivante.  S'il  était  précisément  de  6  heures,  4  révolutions 
rempliraient  4  ans  et  un  jour. 

Les  jours  qu'on  ajoute  pour  accorder  les  révolutions  de  la  terre 
avec  les  années  civiles  ,  s'a|Tpellent^'Qur^  intercnlaiiet ,  ou  inier- 
ualations. 
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v  dénominateur  le  produit  du  nombre  qui  est  au-dessus 

V  par  le  dénominateur  de  la  seconde  _,  plus,  celui  de  la 
n  première. 

îi  Et  en  général  chaque  fraction  aura  pour  numérateur 
î'  le  produit  du  nombre  qui  y  est  au-de-sus  par  le  numé- 
->■>  rateurdela  fraction  précédente  ,  plus  celui  de  l'avant- 
îi  précédente  ;  et  pour  dénominateur  le  produit  du  même 
îT  nombre  par  le  dénominateur  de  la  fraction  précédente^ 
51  plus  celui  de  l'avant-précédente. 

i>  Ainsi,  23  =  7.44-1  >  7^=^7f  00=1  .  29-I--4  ' 
■»  8  =  1  .7-f  1,  128=3.  33 -f  29,  3i=3.8+7,  et 
y>  ainsi  de  suite  :  ce  qui  s'accorde  avec  les  formules  du 
îT  n*ii7. 

î-)  Maintenant  on  voit  par  les  fractions  j,  ^ ,  -^ ,  etc, 
■il  que  l'intercalation  la  plus  simple  est  celle  d'un  jour 
îî  dans  quatre  années  communes ,  ce  qui  est  le  fon- 
îi  dément  du  calendrier  julien;  mais  qu'on  approcherait 
51  plus  de  l'exactitude  en  n'intercalant  que  sept  jours 
r  dans  l'espace  de  vingt-neuf  années  commmies^   ou 

V  huit  dans  l'espace  de  trente -trois  ans,  et  ainsi  de 
T  suite. 

01  On  voit  déplus,  que  comme  les  fractions  7,  ^^ ,  V» 

n  sont  alternativement  plus  petites  et  plus  grandes  que  la 

24'' 
5"»  fraction ^^°^  OU  ^,  ^Z  .  //.>  l'intercalation  d'un  jour 

n  sur  quatre  ans  sera  trop  forte,  celle  de  sept  jours  sur 

îi  vingt-neuf  ans  trop  faible ,  celle  de  huit  jours  sur 

«j^  trente-trois  ans  trop  forte ,  et  ainsi  de  suite  ;    mais 

î»  chacune  de  ces  intercalations  sera  toujours  la  plus 

11  exacte  qu'il  est  possible  dans  le  même  espace  de  temps. 

11  Or ,  si  on  range  dans  deux  séries  particulières  les 
r»  fractions  plus  petit-cs  et  les  fractions  plus  grandes  que 


I 
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^  la  fraction  donnée,  on  y  pourra  encore  insérer  diffe- 
n  rentes  fractions  intermédiaires  pour  compléter  les  sé- 
r>  ries  •  et  pour  cela  on  suivra  le  même  procède  que  ci- 
Il  dessus ,  mais  en  prenant  successivement  à  la  place  de 
V  chaque  nombre  de  la  série  supérieure  tous  les  nombres 
•1  entiers  moindres  que  ce  nombre  (lorsqu'il  y  en  a  ). 

>3  Ainsi ,  considérant  d'abord  les  fractions  croissantes 
4,    1  ,       1  ,       1,         i5, 

>i  on  voit  qu'à  cause  que  l'unité  est  au-dessus  de  la  se- 
r  conde  ,  de  la  troisième  et  de  la  quatrième,  on  ne 
r)  pourra  placer  aucune  fraction  intermédiaire ,  ni  entre 
51  la  première  et  la  seconde,  ni  entre  la  seconde  et  la  troi- 
n  sième,  ni  entre  la  troisième  et  la  quatrième;  mai» 
T>  comme  la  dernière  fraction  a  au-dessus  d'elle  le  nom- 
n  bre  i5,  on  pourra,  entre  cette  fraction  et  la  precé- 
)->  dente,  placer  quatorze  fractions  intermédiaires,  dont 
r  les  numérateurs  formeront  la  progression  par  diiFe- 
>^  rences2865-f-5569, 28b 5-r2. 5563, 2865-f-3.55S9,etc. 
'•>  et  dont  les  dénominateurs  formeront  aussi  la  progrès- 
51  sion  694-f"i349^  6344-2.1349,  634+3. 1 343,  etc. 

)->  Par  ce  moyen  ,  la  suite  complète  des  fractions  crois- 
w  santés  sera 

4      3_}       i<ri      !<•  is  <       84^A      t  4  o  o  ;      t"  "^  jz      a  5  1 4 1      3  j>_7  »  o 
1^      ?>      i9    >      i9        Jl  043  '      î3vi>     -n-TJ     6v-o>     7      ^9    > 
3<279       4t  843       47^17       H.  ^      ll.î i        ff  4 1  ^  4       (S'j?9^       7  >' *_£%    ■ 

808  ;  _t       8  4  t  o  o 

:■!  Et  comme  la  dernière  fraction  est  la  même  que  la 
•'">  fraction  donnée  ,  il  est  clair  que  cette  série  ne  peut  pas 
r>  être  poussée  plus  loin. 

:■  Dô  là  on  voit  que  si  ©n  ne  veut  admettre  qrie  de* 


\ 
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)*)  intercalations  qui  pèchent  par  excès,  les  plus  simples 
T>  et  les  plus  exactes  seront  celles  d'un  jour  sur  quatre 
Y)  années,  ou  de  huit  jours  sur  trente-trois  ans,  ou  de 
)■>  trente-neuf  sur  cent  soixante-un  ans,  et  ainsi  de  suite, 
n  Considérons  maintenant  les  fractions  décroisbantes 

7,     3,     i6,       1, 

7    3        M    '      65  5    '    1-149-» 

r  et  d'abord ,  à  cause  du  nombre  j  qui  est  au-dessus 
■>•)  de  la  première  fraction ,  on  pourra  en  placer  six  autres 
■)•>  ayant  celle-ci ,  dont  les  numérateurs  formeront  la  pro- 

5>  gressionpardiîrérences4+i,2.4+i,3.4~l~i>  ^t<^-  ^^ 
50  dont  les  dénominateurs  formeront  la  progression  i , 
M  2,  3 ,  etc.',  de  même,  à  cause  du  nombre  3,  on  pourra 

V  placer  entre  la  première  et  la  seconde  fraction  ,  deux 
)i  fractions  intermédiaires  ;  et  entre  la  seconde  etlatroi- 
)^  sième,  on  en  pourra  placer  i5  ,  à  cause  du  nombre  iG 
)>  qui  est  au-dessus  de  la  troisième  ;  mais  entre  celle-ci 
ji  et  la  dernière  on  n'en  pourrait  insérer  aucune  ,  à  cause 
n  que  le  nombre  qui  est  au-dessus  est  l'unité. 

51  De  plus  ,  il  faut  remarquer  que  comme  la  série  pré- 
>■)  cédente  n'est  pas  terminée  par  la  fraction  donnée  ,  on. 
)■)  peut  encore  la  continuer  aussi  loin  que  Ton  veut, 
5')  comme  nous  l'avons  fait  voir  dans  le  n°  126.  Ainsi  on 
3î  aura  cette  série  de  fractions  décroissantes  : 

s     9     i_i     17     2T     2J.2-2.     ^J-     2_1     H^     11''     ^tl-?     ^'  ^    Z-ZJ? 

7 }  1  *      j    >    ~  j     5"   >     6    f     -j    >    '1  i  ■>   Z3  >      .1  1     >     7  ô"  >   1  o9  )    1^3*   I  8  /  •>• 
i»  J_2       1  o  Q  4        1  a  S  î  \  'i^  S        1  S  77        ■•.  ■l^9.        1899       ^o<•'>       a  2  a  l 

216  J     Z6i'   ~ÎT4    ■»     ;45    ^     38i>     H^^ii     460'     -ï-vy-»     5i<S    > 
^_]_8_a        2  5  4?         ^-n  A         ^  ç  1^9        9  I  9  (<  9         T  ->  "  ^  !<.  o        2  ^47  <q         j  >  '  I  i<9 
'/7»     616    >     6>>    JiJ49>   TYY7  2  >     4iio7    '     <S4i3û    ?    "8>o65    .» 

loî  994  >    '=>■'-• 

50  lesquelles  sont  toutes  plus  grandes  que  la  fraction  pro- 

V  posée  ,  et  en  approchent  plus  que  toutes  autres  frac- 
^  tions  qui  seraient  conçues  en  termes  moins  simples. 

V  Oa 
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■">  On  peut  conclure  de  là  que  si  on  ne  voulait  avoir 
-  égard  qu'aux  intercalatioias  qui  pécheraient  par  de- 
■'  faut ,  les  plus  simples  et  les  plus  exactes  seraient  celles 
j-»  d'un  jour  sur  cinq  ans ,  ou  de  deux  jours  sur  neuf  ans, 
5^  ou  de  trois  jours  sur  treize  ans  ,  etc. 

T>  Dansle  calendrier  grégorien,  on  intercale  seulement 
T>  quatre-vingt-dix-sept  jours  dans  quatre  cents  années  ; 
•)•>  on  voit  par  la  table  précédente  qu'on  approcherait 

V  beaucoup  plus  de  l'exactitude  en  intercalant  cent  neuf 

V  jours  en  quatre  cent  cinquante  années. 

•Il  Mais  il  faut  remarquer  que  dans  la  réforniation  gré- 

V  gorienne  ,  on  s'est  servi  de  la  détermination  de  l'année 
51  donnée  par  Copernic,  laquelle  estde  365  jours  5  heures 
J1  49  minutes  20  secondes.  En  employantcet  élément,  on 
71  aura  ,  au  lieu  de  la  fraction  ^~,,  celle-ci,  If^-^  ,  ou 
5t  bien  [|^,  d'où  l'on  trouverait,  par  la  méthode  précé- 
7'»  dente,  les  quotiens^,  8^  5,  3,  et  de  là,  ces  fractions 
r  principales , 

4,     8,     5,       3 


Mo 
i3i  > 


qui  sont,  à  l'exception  des  deiix  premières,  assez  dif- 
férentes de  celles  que  nous  avons  trouvées  ci-dessus.' 
Cependant  on  ne  trouve  pas  parmi  ces  fractions  la 
fraction ^^,  adoptée  dans  le  calendrier  grégorien,  et 
cette  fraction  ne  peut  pas  même  se  trouver  parmi  le* 
fractions  intermédiaires  qu'on  pourrait  insérer  dans  les 
deux  séries  i,  ^~  et  —^  44-^;  car  il  est  clair  qu'elle 
ne  pourrait  tomber  qu'entre  ces  deux  dernières  frac- 
tions, entre  lesquelles,  à  cause  du  nombre  3  qui  est 
au-dessus  de  la  fraction  -^  ,  il  peut  tomber  deux  frac- 
tions intermédiaires ,  qui  seront  ^  et  y^  ;  d'où  l'on 
voit  qu'on  aurait  approché  plus  de  l'exactitude,  si^ 

il 
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)i  dans  la  réformation  grégorienne,  on  avait  prescrit  de 
■)•>  n'intercaler  que  quatre-vingt-dix  jours  dans  l'eepace 
•)'>  de  trois  cent  soixante-onze  ans. 

51  Si  on  réduit  la  fraction  ^  à  avoir  pour  numérateur 
r,  le  nombre  86400,  elle  deviendra  — J77,  ce  quisuppo- 
35  serait  l'année  tropique  de  365  jours  5  heures  49  nii- 
îi  nutes,  12  secondes. 

îi  Dans  ce  cas ,  l'intercalation  grégorienne  serait  tout- 
'->  à-fait  exacte  ;  mais  comme  les  observations  donnent 
V  l'année  plus  courte  de  2,5  secondes ,  il  est  clair  qu'il 
'•)  faudra  nécessairement ,  au  bout  d'un  certain  espace 
:•>  de  temps,  introduire  une  nouvelle  intercalation. 

)i  Si  on  voulait  s'en  tenir  à  la  détermination  de  La- 
)i  caille,  comme  le  dénominateur  37  de  la  fraction^*' 
')■>  se  trouve  entre  les  dénominateurs  de  la  cinquième  et 
31  de  la  sixième  des  fractions  principales  trouvées  ci- 
33  devant,  il  suit  de  ce  que  nous  avons  démontré  n°  122, 
31  que  la  fraction  -^ ,  approcherait  plus  de  la  vérité  que 
33  la  fraction  -^  ;  au  reste ,  comme  les  astronomes  sont 
33  encore  partagés  sur  la  véritable  longueur  de  l'année, 
53  nous  nous  abstiendrons  de  prononcer  sur  ce  sujet; 
33  aussi  n'avons-nous  eu  d'autre  objet  dans  les  détails 
33  que  nous  venons  de  donner  ,  que  de  faciliter  le* 
:3  moyens  de  se  mettre  au  fait  des  fractions  continues 
33- et  de  leurs  usages-,  dans  cette  vue,  nous  ajouterons 
33  encore  l'exemple  suivant. 

33  128.  Nous  avons  déjà  donné  (1 16)  la  fraction  con- 
33  tinue  qui  exprime  le  rapport  de  la  circonférence  du. 
33  cercle  au  diamètre  ,  en  tant  qu'elle  résulte  de  la  frac- 
33  tion  de  Ludolph  ;  ainsi ,  il  n'y  aura  qu'à  calculer  de 
33  la  manière  enseignée  dans  l'exemple  précédent,  la 
53  série  des  fractions  convergentes  vers  ce  même  rapport, 
33  laquelle  seréi 


^ 
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0,7,     10,       1,      292,  1,  1,  1,  2, 

3        Si»       î 3       'ijj       '  o  ;  0  ^1        10  :-  ?  4.  )?       2  o  8  ?  ^  t       -t  I  agg?      2  ■?  ;  7  '  o 


1,         3,  1,  14,  2^ 


1 


}64yi.    ^litfo.aoJi7i©J3-'i-Io>8l^     >i7-fôiy7->78iS  6  7  7~7  > 

1  2,  2,  2,  2, 

ULLU-Zlil    io<>89(?gg9^     a^494a  1  779     gig70'iO454   lf8Jj_î  9a_68-'   . 
151002975^    3402617. i>    8  -  1  »  -»438  >  1P5  J  5  J,9607*  47  j8  1  67T7T'> 

1,  84,  2,  1, 

aïo^  1  14  M4t      178;    ■«T62l(?Sll       1?R778577i?;o-<       <  ;  7  r  I  s   19  v2-  t4 
^7014872  .s>  >*  5  67  6  63oy  7408   J  114101768207»^   t709  69ô77>i4a5î 

1,  i5,  3, 

8o<89"'"?<8  9^7       I  S  97<  ^  ^1  S  <  1<789         4281  2  459^3^0104 
aSj  1  7  i8-r6  «  >  >  8  >     44t8  J46770-8  >  3     J     I  3  63  o  8  i  2  i  •  7  o  x  1  7   > 

i3,  1,  4, 

5  7066749  "^  ao6774i.      61  3     899  ^  ^  >  4'  7  o  :i  5  ^  02^6  27  3  011755521 

ïj»  64y  io-r<J  i  i  4  374  '    i  y  )  275  V  l6':'C8449i     >     i^  û2  7  6S  7  7  2  68  i  2T3T'  > 

2,  6, 

tf^x:27445  ^02888887       4'<r>OToo4.<sQto<9a.4?        . 
21  ^oa  i  7t6i  j  J8y  167  .»     1  36  »  7  6  y  3  >  467  i  8  7  340    > 


9^46<93t  25  I  39^043  4j^        ^07  67  o4o7  T  7  3c  '57^58? 

84a4<î8  )  874»65  1  3207    >    y  79  345  i  ai  87  W  oo  ,  4~* 

)■)  Ces  fractions  seront  donc  alternativement  plus  pe- 
")•)  tites  et  plus  gi-andes  que  le  vrai  rapport  de  la  circon- 
:i  ference  au  diamètre,  c'est-à-dire ,  que  la  première  |- 
)^  sera  plus  petite,  la  seconde  V"  plus  grande  ,  et  ainsi  de 
îî  suite,  et  chacune  d'elles  approchera  plus  de  la  vé- 
■ly  rite  que  ne  pourrait  faire  toute  autre  fraction  qui 
)•)  serait  exprimée  en  termes  plus  sinr:':es,  ou  en  gé— 
-il  néral,  qui  aurait  un  dénominateur  moindre  que  le 
•)•)  dénominateur  de  la  fraction  'juivante  -,  de  sorte  que 
)■>  l'on  peut  assurer  que  la  fraction  ]  a jp&'pcîie  p]v.  de 
)i  la  vérité  que  ne  peut  fan-e  aucune  autre  fraction  dont 
îi  le  dénominateur  serait  moindre  que  7,  de  même  la 
■'  fraction  *^  approchera  plus  de  la  vérité  que  toute 
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V  autre  fraction  dont  le  dénominateur  serait  moindre 

V  que  106,  et  ainsi  des  autres. 

V  Quant  à  l'erreur  de  chaque  fraction  ,  elle  seratou- 
r  jours  moindre  que  l'unité  divisée  par  le  produit  du  de- 
1'  nominateur  de  cette  fraction  par  celui  de  la  fraction 

V  suivante.  Ainsi  l'erreur  de  la  fraction  7 sera  moindre 
7-)  que  f  j  celle  de  la  fraction  2^  seramoiiidre  que  -j-tst, 
51  et  ainsi  de  suite.  Mais  en  même  temps  l'erreur  de 

V  chaque  fraction  sera  plus  grande  que  l'unité  divisée  par 
•>•>  le  produit  du  dénominateur  de  cette  fraction,  par  la 
;i  somme  de  ce  dénominateur  et  du  dénominateur  de 

V  la  fraction  suivante  ;  de  sorte  que  l'erreur  de  la  frac- 
51  tion  l  sera  plus  grande  que  -^ ,  celle  de  la  fraction  -^- 
31  plus  grande  que  7-'—  >  ^t  ainsi  de  suite  (121). 

51  Si  on  voulait  mainte^nant  séparer  les  fractions  plus 

55  petites  que  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre, 

55  d'avec  les  plus  grandes  ,  on  pourrait,  en  insérant  les 

55  fractions  intermédiaires   convenables ,   former  deux 

55  suites  de  fractions  ,  les  unes  croissantes  et  les  autres 

55  décroissantes  vers  le  vrai  rapport  dont  il  s'agit;  oh 

55  aurait  de  cette  manière 

^       .           j           .              circonf. 
Fractions  plus'  petites  que  -j. — . 

1      11      £1      ^     ''-L      i_L"      1-1'       1  '•  7     179     loj      ii-\     1  A<i      a  (J  7 
If     8    )    15)    aaJiyJ     16  y     4î    >     so>    -, -r    j    ^  j^    y     11}    78    >     g>    J 

^89     5_i_i      12J      Çl^     L°±l      llil      LLi^     "Lill     3_i5.''      ctr- 
(^■2.  >    y  9    y    la  6)    zi'ji     33z    >     44  î     >     >i8>     67  i   >     78  4~^*^'-^' 

.  ,  ,  circonf. 

tractions  plus  grandes  que -j-. — . 

f^        ^  ^      diamèt. 

47       ï_o       z  1,       \€       i_P       2Ji        •>  <  <        T  0434!^       }ir6Z<>       I  t454o8 
i)TJ     ?     »     4*     5>     û'^      7">ii3^      3  3'ii*.»      PPM^'      364Vi3     y 

TT;  5c33'    27  2  3»6l5^    J17461S7     >iit0O2y7^^47ra657O7>*^'-^* 

35  Chaque  fraction  de  la  première  série  approche  plus 
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r  de  la  vérité  que  ne  peut  faire  aucune  autre  fraction 

î">  exprimée  en  termes  plus   simples,  et  qui  pécherait 

î">  aussi  par  défaut  ;   et  chaque  fraction  de  la  seconds 

'■^  série  approche  aussi  plus  de  la  vérité  que  ne  peut 

n  faire  aucune  autre  fraction  exprimée  en  termes  plus 

5"»  simples  et  péchant  par  excès. 

Il  Au  reste  ,  ces  séries  deviendraient  fort  prolixes  ,  si 
r  on  voulait  les  pousser  aussi  loin  que  nous  avons 
^■»  fr.it  à  l'égard  de^  fractions  principales  données  ci- 
1^  dessus  r. 

129.  Après  les  exemples  ci-dessus  ,  les  lecteur* 
trouveront  sans  peine  les  diverses  valeurs  approchée:^ 
de  yZ, 

1         1        Z         12         ïl         l±2     fifr 

au  moyen  de  la  fraction  continue 

^~^2-f-etc.  (iiÇ). 

Une  semblable  fraction  ,  dans  laquelle  les  dénomina- 
teurs sont  toujours  les  mêmes,  ou.  reviennent  dans  un 
certain  ordre ,  se  nommeyracfio/i  continue  périodiqiùc  , 
et  peut  toujours  être  regai'dée  comme  la  racine  d'une 
équation  du  second  degré. 


Soit  la  fraction  a  -f-  y        1 

à  -h^    .    1 


*+6  +  etc. 


en  la  faisant  égale  à  jc,  on  aura 


9 

3 
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1 
X  —  a=:Y  1 

^  b-\-  etc. 

Le  nombre  des  fractions  intégrantes  étant  illimité ,  il  est 
évident  qu'on  peut  substituer  encore  x — a  à  l'ensemble 
des  fractions  qui  suivent  la  première,  ensorte  qu'on 
aura 

1 
6-f-x — a 

d'où  il  suit 


oc- 


—  (2  a  —  &)a:-f-a^ — ab — i  =o, 


équation  de  laquelle  dépend  l'inconnue  x,  qui  repré- 
sente la  fraction  proposée.  En  supposant  az=zi  et  b^=:2, 
elle  devient 

x^ 2  =  0, 

et  donne 

ce  qui  justifie  l'expression  indéfinie  rapportée  plu« 
haut. 

Soit  encore  la  fraction  continue 

^c-f  etc. 

dont  la  période  embrasse  deux  fractions  intégrantes  s 
on  aura  dans  ce  cas 
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1 

'   c  +  etc. 


et  on  substituera  x^^a  au  lieu  de  toutes  les  fractions 
qui  suivent  la  seconde  ;  il  viendra 


X —  a=. 


b  + 


O. 


c  -\~  X  —  a 
dont  on  tirera 

bx^ —  {zab  —  bc^x  -{-  d^b  —  abc  —  c= 

Il  est  facile  d'étendre  ce  procédé  à  telle  fraction  pé- 
riodique que  ce  soit. 

Réciproquement  une  équation  du  second  degré  étant 
donnée  ,  on  en  tirera  une  fraction  continue  périodique  , 
en  lui  appliquant  la  méthode  donnée  (^Éiem.  221)  poiu 
résoudre  les  équations  par  approximation.  On  trouvera 
la  démonstration  de  cette  même  proposition  dans  le> 
Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin,  ann.  1768,  p.  i35,. 
€t  dans  les  Additions  à  V  Algèbre  d'Euler ,  pag.  476. 

De  quelques  autres  transformations  des  fractions, 

i5o.  On  a  vu  dans  le  n°  112  que  la  fraction  continue 

A 

équivalent©  au  nombre  fractionnaire  -—  s'obtenait  de  la 

même  manière  qu'on  procède  à  la  recherche  du  plus 
grand  commun  diviseur,  c'est-à-dire,  en  divisant  ^-^ 
par  B ,  puis  B  par  le  reste  C,  puis  ce  premier  reste  C 
par  le  second  Z>,  et  ainsi  de  suite.  On  peut,  au  lieu  de 
prendre  à  chaque  opération  partielle  un  nouveau  divi- 

4 
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dendeet  un  nouveau  diviseur,  diviser  le  premier  nombre 
A  par  B ,  puis  par  ]e  reste  Cde  cette  première  division , 
puis  par  le  reste  C  de  la  seconde  ,  et  ainsi  de  suite.  On 
obtiendra  d'après  ce  procédé  une  espèce  de  fractions 
convergentes,  remarquées  d'abord  par  Lambert,  et 
traitées  depuis  par  Lagrange  dans  le  volume  des  débats 
de  l'Ecole  Normale ,  et  dans  le  5'  cahier  du  journal  da 
î'Ecole  Polytechnique, 

Si  on  fait  successivement 


A  =  mB-\-C 

A  =171  C-\-C 

A^n'C^a 

^=^n"C"-\-C" 

^     , 

etc. 

<?yi  en  déduira 

A              ,    C 

B^'^'-^T 

n 

^,      4-C" 

etc. 

d'où  l'on  conclura  ces  diverses  valeurs 

A             ,    C 

A             ,     A 
B    ^"^^  Bn 

A            ,    A 
B-"^-^  Ba 

.     ^    +    ^■" 
Biin     '    Bnn' 

A             ,    A 
B^'''^  Bn 

A             A 

C 

Bnn',  ^     Bnn'n". 

Bnn'n" 

çtc, 
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La  fraction  — -  est  ainsi  transformée  dans  une   suite 
B 

convergente  ;  carilestvisiblequelesquotiensn,7i',a",etc. 

vont  en  croissant,  tandis  que  les  restes   C,  C,  C,  etc. 

diminuent  sans  cesse  :  on  voit  de  plus  que  cette  série  doit 

s'arrêter  toutes  les  fois  que  le  nombre  — -  est  rationnel. 

En  effet,  la  suite  des  divisions  prescrites  par  le  procédé 
ci-dessus  conduit  nécessairement  à  un  quotient  exact , 
lorsque  Jf  et  B  sont  des  nombres  entiers,  puisque  les 
restes  diminuant  successivement,  on  doit  finir  par  eu. 
trouver  un  égal  à  l'unité  quand  les  nombres  A  et  B  sont 
premiers  entre  eux. 

i5i.    Si   on  prend,   au   lieu  du   nombre   fraction- 

A  C 

naire  — - ,  la  fraction  proprement  dite  —,  danslaquellç 

C<^B  ^  on  aura 


B  —  n  C  -\-C             ( 

'C         i 

iB  —  11' 

C 

Bn 

B  —  n'C  -\-C"\    ou    . 

V/     1 

C" 
Bn' 

B=.n"C"-\-C"\ 

9  (  "      1 
[¥""71 

C" 
Bii'. 

etc. 

etc. 

d'où  l'on  tirera  successivement 

C   __  1         C 
B    ~  n        Tn 

£  __  1         ^      .      ^" 

B          n         un           Bnn 

C  __    1            1^1 

C" 

B  ~    n         lia      '     iin'ii" 

Bnnn" 

etc. 

SSS  COMPLEMENT 

Toutes  les  fractions  convergentes  de  ces  résultats ,  ex- 
cepté la  dernière  ,  ont  pour  numérateur  l'unité.  Cette 
dernière  donne  toujours  l'erreur  qui  résulte  de  l'ensemble 
des  autres.  Il  est  facile  de  conclure  de  là  que  ces  valeurs 

11  1  1  1       ,        1 

y  ""    """  /  j  ■"  T   "(      ~     f     II  y        etc. 

Il        n         nii  n         nn  iiin 

sont  alternativement  plus  petites  et  plus  grandes  que  la 

C 

fraction  —,  en  supposant  toujours  les  quotiens  n^  n! y 

n'\  etc.  pris  comme  en  arithmétique.  Il  serait  facile  de 
trouver  les  modifications  qu'apporteraient  dans  cette 
conclusion  et  dans  les  signes  des  fractions  partielles ,  des 
quotiens  pris  tantôt  en  excès  et  tantôt  en  défaut  ;  les  con- 
sidérations analogues  développées  dans  le  n°  ii4nie 
dispensent  d'entrer  ici  dans  aucun  détail  à  cet  égard  ; 
je  me  bornerai  à  faire  remarquer  que  l'on  aura  une 
approximation  plus  rapide  en  prenant  toujours  le  quo- 
tient au  plus  près,  soit  en-dessus,  soit  en-dessous. 
Je  ferai    encore  remarquer   que  l'on  peut  obtenir^ 

pour  le  nombre  fractionnaire  7-- ,   des  expressions  sem- 

B 

blables  aux  précédentes ,  en  substituant  celles-ci  à  la 

C  .  C 

place  de  ~  dans  l'équation  Az=zm-\-  — ; 

Si  l'on  applique  ce  qui  vient  d'être  dit  à  la  fraction 
~ï^,  on  trouvera 

887  1,1  1 

iio3  5   '  5  .  4/      5.47.50 


5.47.50.067        5.47.50.367.551 
5.47.50.367  55 1 .iio3' 
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On  peut  employer  aussi  ce  procédé  pour  obtenir  de* 
Taleurs  approchées  de  fractions  décimales ,  en  ayant 
égard  à  ce  qui  a  été  dit  au  commencement  du  n°  116. 
Si  l'on  en  fait  usage  pour  déduire  de  la  fraction  r^^Hz  , 
des  valeurs  approchées  de  \/2  ,  on  trouvera 

1/2=  1  H- ^H r etc. 

^  ~  2       2.5   '    2  5.7 

En  partant  de  la  fraction  de  laquelle  dépend  le  rap- 
port de  la  circonférence  au  diamètre  (1 16),  et  prenant 
les  quotiens  au  plus  près  (1 14),  il  vient 

circonf.  _g   ,  1 l l 

diamèt,  7       7.n3       7.113  4769 

-1 = U  etc. 

•     ^7.113.4739.47051  ^ 

i32.  On  a  fait  voir  dans  le  numéro  119,  qu'en  dési- 
gnant par 

A        B        C       D       E       F      ^ 

:Z'     'W'     c     D"    E"     F*' 

la  suite  des  fractions  convergentes  vers  la  quantité  «, 
déduites  de  la  fraction  continue  équivalente  à  cette 
quantité ,  on  avait 


B        A  _ 

B'       A"' 

I 
A'B' 

C        B 

1 

C       B'  ^ 

~  B'C 

D        C 
D'       C  "" 

1 
CD' 

E        D 

1 

E'       D'  "" 

D'E 
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il  suit  naturellement  de  là  que  la  quantité  a  peut-être 
représentée  ainsi  : 


A'  ^  A'B' 

""— A''^  A'D'        B'C 
A  ^      i  1 


A   '    ^'i5'       B'C^  CD' 
etc. 

ce  qui  ofFre  encore  une  transformation  de  l'expres- 
sion de  a  en  série  convergente  ,  finie  si  a  est  rationnel , 
et  infinie  dans  le  cas  contraire. 

Cette  dernière  transformation  est  d'autant  plus  re- 
marquable ,  qu'Euler  en  a  tiré  un  moyen  de  convertir 
en  fraction  continue  toute  série  dont  les  termes  sont  al- 
ternativement positifs  et  négatifs  (  Voyez  le  chap.  XVIÏI 
de  V Inivoductio  in  analysininfinitorum).  Il  y  est  revenu 
depuis  dans  le  2.^  volume  de  ses  Opuscula  analytica 
(  pag.  i38  )  ;  mais  ces  recherches  sont  trop  compliquées 
pour  trouver  place  ici. 

i33.  On  peut  généraliser  la  réduction  des  fractions 
ordinaires  en  fractions  décimales ,  en  se  proposant  de 
convertir  une  fraction  quelconque  en  une  autre  d'un  dé- 
nominateur donné.  —  étant  la  première  ,  et  b  le  déno- 
minateur donné,  la  seconde  aura  évidemment  pour  nu- 
mérateur le  quotient  -^7-  évalué  en  nombres  entiers.  Si 

l'on  représente  ce  quotient  par  n  et  le  reste  par  C  ,  ou 
aura  exactement 

b  C  C'        ^,    .       C         ri-         C 

—  =.;.-|._^     dou     ^=--H— , 
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et  poursuivant  ces  divisions , 

on  arrive  à 

bC        ,   ,    C" 
^    ="  +  B  ' 

B  —  b'^  TB  ' 

bC'__           C" 
B-""^  B    ^ 

C"        n"        C" 
B  ~~  b    ~^bB' 

etc. 

résultats  desquels  on  tire 

C         n        C 
B  —  b'^  bB 

w-b+w^ 

b^B 

B-  b^  b'^' 

n" 
b^ 

'    b^B 

etc. 

L'application  des  raisonnemens  faits  en  arithmétique 
sur  les  fractions  décimales,  conduit  facilement  aux  con- 
séquences que  fournissent  les  expressions  ci-dessus;  et 
les  considérations  qu'on  y  a  développées  dans  le  n°  97 , 

montrent  en  particulier  que  si  la  fraction  —  est  ration- 
nelle, les  quotiens/i,  /i' ,  71",  etc.doiyentnécessairement 
avoir  des  retours  périodiques. 

134.  Les  diverses  transformations  dont  je  viens  d'ex- 
poser succinctement  les  principes  ,  se  déduisent  de 
l'équation 

Cb  —  Bc  =  ±D, 

C        c 

qu'on  obtient  en  comparant  deux  fractions  7^-  et  -r  pour 

B        b 

connaître  leur  différence,  dont  le  numérateur  est  alors 

exprimé  par  D. 

1°.  Si  l'on  veut,  en  supposant  le  numéraîeur  cr=  i , 
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trouver  pour  b  un  nombre  entier  tel ,  que  la  différence 
D  soit  la  plus  petite  possible  ^  il  .st  visible  qu'il  fi  ut 
faire  b  égal  au  quotient  du  dénominateur  B  par  le  nu- 
mérateur C,  et  désignant  ce  quotient  par  «,  on  retombe 
sur  l'équation 

C__  i__C_ 

B  ~~  n       Bn 

C 
trouvée  dans  le  n°  i3i.  Traitantde  même  la  fraction  7-, 

et  les  suivantes,  on  opérera  la  transformation  indiquée 
dans  ce  numéro. 

2".  Il  est  visible  qu'en  se  donnant  le  dénominateur,  on 
tombe  sur  la  transformation  du  n°  précèdent. 

3".  Enfin  si ,  laissant  les  deux  termes  de  la  fraction 

c 

Y  indéterminés ,  on  parvenait  à  découvrir  la  plus  petite 

valeur  dont  ils  sont  susceptibles  en  vertu  de  l'équation 

Cb^Bc—±L\  , 

dans  laquelle  D  est  le  plus  petit  possible ,  on  reproduirait, 

dans  un  ordre  inverse  ,  les  fractions  convergentes  qui 

ï  C 
résultent  de  la  fraction  continue  équivalente  à  ■^.  Cela 

est  évident  par  les  équations 

BA—AB'~\ 
CB'-—BC  —  '-'\ 
DC  ^CD'—\ 
EU  -^DE'r=.-^\ 
etc. 

A      B       C 

déduites  de  la  comparaison  des  fractions  — 7 ,   -—,    — 7  , 
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jy,  etc.  dans  le  n^  119,  car  la  dernière  de  ces  fractions 

étant  la  proposée ,  l'avant-dernière  sera  identique  av^ec 

c  .      c          , 

T  :  faisant  ensuite  cb'  —  bc  =  ±i  1  ,  ]a.  fraction -rr  >  dé- 

Ù  D 

terminée    comme   y  ^^^^  nécessairement  1  antepenui- 
b 

tième  convergente,  et  ainsi  de  suite. 

C'est  sur  ces  rapprochemens  qu'est  fondé  l'excellent 
mémoire  de  Lagrange  sur  la  transformation  des  frac- 
tions- on  y  trouve  les  moyens  d'obtenir  les  nombres  3,  c, 
b' j  c'  ;  mais  comme  il  ne  contient  pas  toute  la  théorie 
des  fractions  continues  ,  fai  cru  devoir  encore  pré- 
férer le  texte  de  ses  additions  à  l'Algèbre  d'Euler, 
qui^  plus  complet ,  se  lie  d'ailleurs  mieux  avec  les  di- 
vers ouvrages  où  l'on  traite  des  fractions  continues. 
Les  lecteurs  que  cette  matière  peut  intéresser  auront  à 
consulter. 

Les  œuvres  de  Wallis , 

Descriptîo  automati  Planetarii,  (Euvres  d'Huygens, 
U Introductio  in  analysin  ijifinitorum ,  d'Euler, 

Plusieurs  mémoires  de  l'Académie  de  Petersbourg 
(  Anciens  Comm.  T.  IX,  T.  XI;  nouveaux,  T.  IX, 
XI,  XYIII,  Actes  1779,  partie  l^^  ), 

Ceux  de  l'Académie  de  Berlin  (années  1767,  1768, 
17%;    1776-), 

Ceux  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris  (  ann, 
1772,  i^-^  partie). 

Le  2'  volume  des  Élemens  d'Algèbre  d'Euler, 

Les  Opuscula  analytica  d'Euler , 

La  Résolution  des  Équations  numériques  de  La- 
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La  Théorie  des  Nombre^  de  Legendre, 

Et  enfin  le  5^  cahier  du  Journal  de  l'école  Polytecli-^ 
nique. 

Notions  générales  sur  l'analyse  indéterminée. 

i35.  Lorque  l'énoncé  d'une  question  fournit  moins 
d'équations  que  d'inconnues  ,  cette  question  est  indéter- 
minée, parce  qu'elle  est  susceptible  d'un  nombre  infini 
de  solutions.  S'il  s'agissait,  par  exemple,  de  trouver 
deux  nombres  dont  la  somme  fût  égale  à  lo,  on  aurait 
l'équation 

et  quelque  valeur  qu'on  donnât  à  j' ,  on  en  trouverait  une 
pour  X  ;  mais  en  se  bornant  à  ne  prendre  pour  l'une  et 
l'autre  de  ces  inconnues  que  des  nombres  entiers  posi- 
tifs ,  il  est  évident  qu'on  ne  peut  avoir  que  les  neuf  solû-^ 
tions  suivantes  : 

a:=  1,  2,3,4,  5,6,7,8,9, 
^^i^r=9,  8,  7,6,  5,4,  3,  ft,  1, 

et  les  quatre  dernières  ne  doivent  pas  être  regardées 
comme  différentes  des  quatre  premières ,  puisqu'il  suffit 
de  changer  x  en  y  pour  rendre  celles-ci  identiques  avec 
les  autres. 

L'exclusion  donnée  aux  nombres  négatifs  et  fraction- 
naires ne  limite  pas  toujours  le  nombre  des  solutions 
des  problêmes  indéterminés  ;  mais  il  faut  souvent  re- 
courir à  des  artifices  d'analyse  très-remarquables ,  pour 
ne  tomber  jamais  que  sur  des  valeurs  entières  et  posi- 
sitives  des  inconnues. 

L'équation  du  premier  degré  à  deux  inconnues  peut 
^tre  représentée  par 

ax  -\-  by  ^=.c  y 
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cl,  5,  c  étant  des  nombres  entiers  donnés.  Il  faut  que 
les  deuxpreniiers ,  a  et  ô  ,  n'aient  aucun  facteur  commun, 
à  moins  que  ce  facteur  ne  le  soit  aussi  du  troisième,  etc. 
En  effet ,  si  on  avait 

a  z=z  km ,     b  z=z  kn, 
il  en  résulterait 

/imx  -{-knyz=:c     ou     m  x -\- Jiy  ^=z  j , 

et  il  serait  par  conséquent  impossible  que  x  ety  fussent 
des  nombres  entiers ,  si  c  n'était  pas  divisible  par  k. 

L'équation  ax  -^  by  =  c  ne  demande  aucune  prépa- 
ration, lorsque  l'un  des  coefïiciens  a  ou  b  est  égal  à 
l'unité  -,  car  soit  a=:=  1  ,  on  a  sur-le-champ 

x:=zc  —  by  ^ 

et  ne  prenant  pour  ^  que  des  nombres  entiers ,  on  n'en 
trouvera  non  plus  que  de  tels  pour  x. 

i36.  Occupons-nous  donc  du  cas  général ,  et  suppo- 
sons que  dans  l'équation  ax-{-by=c ,  ona.ita<^b. 
Soit  maie  plus  grand  des  multiples  de  a  que  puisse  con- 
tenir 3  ,  ensorte  que  Z?  =  77ia-f-'*j  7*étantinoindrequea, 
il  viendra 

ax-\-m  ay-\-ry=:c. 

Faisons  x  -f-  Jny  =  t ,  nous  aurons 

ry  -]-  at  =  c. 

Si  r  était  l'unité ,  la  question  seraitrésolue ,  car  on  aurait 
alors  les  équations 

x-\~Tny::=zt     et    y-^-at^zc^ 
a.  S 
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desquelles  on  tirerait 

y  =•  c  —  at,     X  z=:  t — my^ 

qui  donneraient  par  conséquent  des  nombres  entiers  pour 
ce  Gty ,  en  prenant  de  pareils  nombres  pour  t. 

Si  r  surpasse  l'unité >  nous  aurons,  à  cause  de  r-<a, 

a  =  m' r  -f-  / , 

mf  r  étant  le  plus  grand  multiple  de  r  que  puisse  con- 
tenir a;  et  substituant  cettte  expression  dans  l'équation 
ry  -j-at=:c,  nous  trouverons 

ry-}'Trirt'}'/t:=zc    ou     rÇy-j-mt^-^-Zt^^ci 

nous  ferons  ^-|-77i'i=:M  ,  ce  qui  donnera 

/  f  -f-  r  u  =  c  : 

nous  aurons  donc  les  équations 

X'\-my=zty    y-\-nitz=u,     r' t-^ru=zc , 

qui ,  si  /  =  1 ,  donneront 

x^=.t  —  my  y    y^=^  —  mty     t-=zc  —  ru, 

et  prenant  pour  u  un  nombre  entier,  on  en  déduira 
aussi  des  valeurs  de  i  ,  de  j  et  de  a:  en  nombres  entiers. 
Si  /  surpasse  l'unité,  il  faudra  opérer  sur  la  dernière 
équation  j-'t'j-ru^=c j  comme  sur  les  précédentes,  et 
puisque  /  est  <[  r,  on  aura 

m"  r  étant  le  plus  grand  multiple  de  /  que  puisse  con- 
tenir r.  Par  cette  expression ,  l'équation  r^t  -^-ruz^^c  &«^ 


changera  en 


/(i-fm'w)-fr'"  =  c; 
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faisant  t^m/*  uzrzv,  on  aura 

et  dans  le  cas  où  r"  serait  égal  à  l'unité,  il  en  résulterait 
les  équations 

x-^myz:zt ,  y-\'m^t=:u ,  t-\-Tïi'u=:v  ,  u-f-?-V=c  , 

dont  on  tirerait 

x^^t — my  ,  y^=-u — rat ,  t=v — m"u  ,  u=c — /v , 

valeurs  qui  seront  toujours  entières,  si  v  est  un  nombre 
entier. 

Il  est  facile  de  voir  que  ce  procédé  conduira  nécessai«^ 
rement  à  une  équation  dans  laquelle  l'une  des  incon- 
nues aura  l'unité  pour  coellicient ,  car  les  valeurs  de 

r,  r  y  j s'obtiennent  par  la  même  opération  que 

celle  qu'il  faudrait  faire  pour  trouver  le  plus  grand 
commun  diviseur  des  deux  nombres  b  et  a,  et  qui  don- 
nerait pour  dernier  résultat  l'unité,  puisque  ces  nombres 
sont  premiers  entre  eux.  En  effet,  dans  la  suite  des 
expressions 

b=zma-}-rj  a-:=m  r-\-/  ,  rz=m'^/  -f-r",  etc. 

r  est  le  reste  de  la  division  de  h  par  a ,  /  celui  de  la  divi- 
sion de  a  par  r,  r" ,  celui  de  la  division  de  r  par  /  ,  et  ainsi 
de  suite. 

137.  Je  prends  pour  premier  exemple  cette  question  : 
Quelqu'un  qui  na  que  des  pièces  de  5  fr.  et  des  pièces 
de  2.4 francs  se  propose  de  payer  une  somme  de  103/r.  ? 
combien  doit-il  donner  des  unes  et  des  autres  ? 
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Soit  X  le  nombre  des  pièces  de  5  francs,  y  celui  des 
pièces  de  24 ,  il  viendra 

on  a  dans  ce  cas 

a— =5,   bz=Q/^^  c:=lG^  , 

et  on  trouve 

771=4,   ?'=4»  ?7l'  =  l,  /=:!, 

ce  qui  donne 

rr-f.4jr  — i,^-f-i  =  w,  ^4-41^=109, 
d'où  l'on  déduira 

a:r=f  —  4^>jy  =  "  —  ^j  ^=109 — •4u; 

remontant  de  la  valeur  de  f  à  celles  de  j  çt  de  a:,  on 
trouvera  enfin 

ii:=545  —  24U ,yz=:  Su — 109. 

Pour  ne  tirer  de  ces  valeurs  que  des  résultats  positifs ,  il 
jfaut  ne  prendre  pour  u  que  des  nombres  tels  qu'on  ait 
5m  >  109  et  24^<C^4^j  ces  nombres  doivent  donc 
être  compris  entre  -5-  et  ^~ ,  c'est-à-dire  21  et  23;  il 
n'y  en  a  par  conséquent  qu'un  seul,  savoir  22.  En  sup- 
posant 1/1=22 ,  on  trouve 

07=17,  j=i; 

et  en  effet,  17  pièces  de  5  francs  font  85  francs  qui, 
ajoutés  avec  24,  donnent  109. 

La  question  ci-dessus  revient  à  partager  le  nombre 
109  e/i  deux  parties  j  dont  l'une  soit  divisible  par  5  et 
Vautre  par  24  ",  et  ce  cas  particulier  est  remarquable 
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en  ce  que  le  problème  est  déterminé  et  n'a  qu'une 
seule  solution,  lorsqu'on  exclut  les  nombres  fraction- 
naires et  les  nombres  négatifs  :  il  n'en  serait  pas  de 
même  de  la  question  suivante. 

i38.  Quelqu'un  achète  des  chevaux  et  des  bœufs  ;  il 
paie  les  uns  3i  pièces  de  5 francs  chaque^  elles  autres 
20  ;  et  il  se  trouve  que  le  prix  total  des  bœufs  surpasse 
de  f  pièces  celui  des  chevaux:  combien  pouvait-il  y 
avoir  de  bœufs  et  de  chevaux? 

En  désignant  par  x  le  nombre  des  bœufs,  et  par  y 
celui  des  chevaux  ,  on  trouvera 

2oxT=z5iy-{-'y     ou     20a; — 3iy:=j; 

dans  le  cas  actuel ,  on  a 

û=:20,  b=: 3l  ,  C^Jy 

et  il  en  résulte  par  conséquent 

ni:=^ — 1 ,  r= — 1 1  ,  m'=: — 1 ,  /=-f-9,  m"^ — 1 , 
r"=z— 2,  m'^r^— 4,  r'"=-f  1  : 
on  fera  donc 

x-^yz=t ,y — t=zu,  t — u:=zvj  u — 4^=^^ 
et  il  viendra  en  dernier  lieu 

V 2\VZ=zJ 

ce  qui  donne ,  en  remontant  aux  valeurs  de  x  et  de  y  ^ 
i'  =  7-f-2W',  u  — 28-f9^v,    i==:35 -f-iiw, 
yr=zG3-{-2G\v,   x  =  ^S-\-5iw 
Rien  ne  limite  ici  les  valeurs  de  x  et  celles  de  y ,  q\û 
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sont  positives ,  lors  même  qu'on  donne  à  w  les  valeurs 
négatives — 3  ,  — 2,  — 1  ;  et  si  on  fait  successivement 

yv=: — 3,  on  trouve  j'^    3,  a:  =     5 

= — 2  =23  =36 

=—1  =43  =£7 

=    0  =63  =98 

=     1  =83  =129 

:=z     3  =lo3  =160 

=    3  =123  =191 

etc.  etc.  etc. 

Les  valeurs  de^  et  celles  de  x  font,  comme  l'on  voit, 
deux  progressions  par  différences;  dans  la  progression 
relative  ày ,  ]a  différence  est  égale  au  coefficient  de  x  , 
et  dans  la  progression  relative  à  x ,  la  différence  est  égale 
au  coefficient  de  ^ .  Il  est  facile  de  s'assurer  que  cette 
circonstance  a  toujours  lieu;  il  suffit  pour  cela  de  re- 
monter des  valeurs  générales  de  v,  u,  ty  (  i36),  à  celles 
de  j:  et  de  j'  ;  mais  on  va  le  voir  encore  plus  simple- 
ment. 

139,  Si  on  connaissait  à  prioTÎy  ou  qu'on  eût  trouvé 
par  hasard  une  solution  d'une  équation  indéterminée ,  on 
pourrait  en  obtenir  une  infinité  d'autres ,  ainsi  qu'il  suit  * 
soit  a:=  c^ ,  y=^  ^  les  deux  valeurs  données ,  on  aura 
par  hypothèse 

retranchant  cette  équation  de  la  proposée  cr  +  3y  =  c, 
il  viendra 

d'où  on  tirera 
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mais  puisque  les  nombres  aetb  sont  premiers  entr'eux, 

la  quantité  -  (/S — y)  ne  peut  être  entière,  à  moins  quo 

^—yne  soit  un  multiple  de  a,  condition  qu'on  remplira 
€n  faisant  /3 — yrmipa,  p  étant  un  nombre  quelconque  : 
par  ce  moyen,  on  aura,  pour  déterminer  x  et  y ,  les 
deux  équations 

X—-ct:=zbp,     ^^—y^pCy 
qui  donneront 

a:=fifc-f-èp,    y=^9>  —  pa. 

Ces  expressions  prouvent  d'une  manière  très-simple  que 
les  valeurs  de  x  et  de  ^  doivent  former  des  progressions 
par  différences,  telles  qu'il  a  été  dit  plus  haut. 

140.  La  théorie  des  fractions  continues  donne  aussi 
la  tolution  immédiate  de  l'équation  ax — by=.::ï::.c\ 
car  si  l'on  suppose  d'abord  c  =  i ,  que  l'on  développe 

la  fraction  -y  en  fraction  continue ,  et  qu'on  représent» 

par — la  fraction  convergente  qui  précède  la  proposée^ 

on  aura  (119) 

an  —  bin-=.+  1  ; 

puis  multipliant  les  deuxmembres  de  cette  équation  par 
Cy  on  aura 

acn  ^-'  bcm  ^=izh.c. 

Ainsi  on  pourra  prendre  a7-=cn,j':rrc77i,  on  aura  de 
cette  manière  deux  multiples  desiet  deh ,  qui  dijfere^^ 
ront  entre  eux  de  la  quantité  donnée  :±;  c. 
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i^i-  La  méthode  exposée  n°  i3G  est  générale,  et 
s'applique  à  quelque  nombre  d'équations  que  ce  soit. 
Voici  un  exemple  qui  en  présente  trois  :  trouver  un 
nombre  qui,  étant  divisé  par  2,  donne  pour  reste  1, 
étant  divisé  par  5,  donne  pour  reste  2  ,  et  étant  divisé 
par  5,  donne  pour  reste  3.  Soit  A^  le  nombre  cher- 
ché, et  Xj  y,  2,  les  quotiens  respectifs  qu'il  donne 
lorsqu'il  est  divisé  par  2,  par  5  et  par  5  :  il  suit  de  l'é- 
noncé ci-dessus  que 

A"~2:i:-f-i,  A^~3y-|-2,  N=5z-\-3', 

ces  équations  se  réduisent  immédiatement  aux  suivantes: 

2r -}- 1  =3y-f-2  ,    3v  +  2  =  52i-f-^  j 

ou  2.x  —  3y=^i      5y — 5z;=i. 

On  résoudra  d'abord  la  première  comme  si  elle  était 
seule,  et  on  trouvera 

y=z2t — 1,     x:=z5t  —  1; 

substituant  la  valeur  de jy  dans  la  seconde ,  elle  deviendra 

—  5z-f  6^  —  4, 

nouvelle  équation  qu'il  faudra  résoudre  ;  on  en  tirera 

2i t=:U,       s  U'\'t=^4 

et  par  conséquent 

t=i5u'^4j     z=zSu-j^4' 
En  remontant  aux  valeurs  de  xetdey ,  on  aura 
a:r=l5zi-f- 11  ,     y=:zlou-\''J  ,      zz=:6u-\-4y 

et  l'une  des  équations  proposées,  N^ZQX-}-!  ,   p^ 
exemple  ,  donnera 

A^  =  3o  u  -f-  25. 
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La  pins  petite  valeur  que  puisse  avoir  N  s'obtient  en 
faisant  iz  :=  o  ;  il  vient  alors  N^=2.5 ,  nombre  qui ,  étant 
divisé  par  3  ,  par  3  et  par  5 ,  donne  en  effet  pour  restes 

1,2^0. 

Cet  exemple  quoique  fort  simple  ,  montre  assez  com- 
ment il  faut  opérer  dans  les  cas  plus  compliqués.  Le 
lecteur  pourra  s'exercer  encore  sur  les  deux  équations 

3x-|-5y-f  7z;=:56o,     9:1: -fsSy +492  =  2920, 

il  trouvera,  en  éliminants,  cette  équation 

^2x-^  ioy^=:  loco, 

qu'on  simplifie  en  divisant  tous  ses  termes  par  a^  et  qui 

donne 

6x  -|-  5x  =  5oo. 

Faisant  ensuite  x  -\-y  =  ^ ,  il  vient 

o" -{- 5t=:5oo  .  OU  a:t=:5co  —  Sty  y^=6t  —  5oo  ; 
mettant  pour  x  et  pour  j'  ces  valeurs  dans  la  premiers 
des  équations  proposées,   qui  est  la  plus  simple,    on 
aura 

72-}-  1 5  t==i56o: 

en  résolvant  cette  dernière ,  on  obtiendra 

t  =i56o  —  'yu, 
z-=:=i6u  — 3i20, 
y  =  8860  —  4^u, 
xr=35a    — 7300, 

et  on  n'aura  que  deux  solutions  entières  et  positives  ^ 
savoir  celles  qui  répondent  à  u  =1:  209  et  u=:2io,  car 
Xi  doit  être  >  21^°  et  <  44^. 
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142.  Si  on  avait  une  équation  à  trois  inconnues; 
ax-j-by'j-cz:=d,  on  passerait  le  terme  cz  dans  l'autr» 
membre  ,  et  il  viendrait 

ax  -}-  by=.  d  —  cz'y 

on  ferait  d  —  cz'=.c  ^  et  on  n'aurait  plus  à  traiter  que  . 
l'équation  ax  '\-hy:=:  c  .  Lorsqu'on  serait  parvenu  à 
l'équation  dans  laquelle  l'une  des  inconnues  n'a  pour 
coefficient  que  l'unité ,  on  remonterait  successivement 
aux  valeurs  de  x  et  de  j,  en  substituant  d —  cz  à  la 
place  de  c  ;  et  en  supposant  que  v  fût  la  dernière  des 
inconnues  auxiliaires  (i36),  l'expression  de  a?  et  de  y 
renfermerait  alors  deux  nombres  entiers ,  v  et  2; ,  qu'on 
pourrait  prendre  arbitrairenaent. 

Soit  5 X  -f-  8j'  -|-  7Z  =  5o  ■  on  a,  d'après  ce  qui  pré- 
«ède, 

5x-|-8y=:5o — 'jz:=,c\ 
et  en  faisant  c  =  5 ,  è=  8 ,  on  trouve 

771=1,  rr=:3,  77i'=i,  /  =  2,  m"=:i,  r"=i , 
ce  qui  donne 

d'où  on  tire 

u-d-^2v,  t^5v^c',  u  — 2c'— 5i/,  a:  =  8t/— 3c', 

et  remettant  pour  c  sa  valeur ,  on  a  enfin 

a;=8t/-f2i2; — i5oj=ioo — i^z  —  5t^; 

expressions  dans  lesquelles  on  pourra  prendre  z  et  v 
arbitrairement,  mais  de  manière  cependant  à  ne  donner 
pour  X  et  pour  u  que  des  valeurs  positives. 
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143.  La  difficulté  de  trouver  des  solutions,  soit  en- 
tières ,  soit  au  moins  rationnelles  ,  dans  les  problèmes, 
indéterminés  qui  passent  le  premier  degré  est  beaucoup 
plus  grande  que  celle  d'obtenir  des  nombres  entiers 
dans  les  problèmes  de  ce  degré;  c'est  pourquoi  je  ne 
m'arrêterai  que  sur  un  petit  nombre  de  cas  les  plus 
simples. 

Je  m'occuperai  d'abord  de  l'équation 

py  ^=z  a -}- bx -j-  ex*  -f-  dx^  -|-  ^^^  •••-{-  ^^-^^  > 

dans  laquelle  y  ne  passe  pas  le  premier  degré  ,  et  qui 
donne 

a  -^  bx  ■-\-  cx^  +  dx"^  •  •  •  -f  hx"^ 

^~  F 

Il  est  facile  de  voir  que  lorsqu'on  connaît  une  seule 
solution  de  cette  équation ,  on  en  peut  trouver  une 
inîinité  d'aulres;  car  si  la  supposition  de  x  =  et  rend 
la  quantité 

a  -I-  bx-i-cx^  -hdx^  ...  ~j-hx^ 

divisible  par  p,  tous  les  nombres  compris  dans  la  for- 
mule A  -f-  Jip  jouiront  aussi  de  la  même  propriété  , 
puisque  par  leur  substitution,  au  lieu  de  x ,  la  quan- 
tité a  -\-  bx  -^  cx^  -|-  dx^  -}"  ^^^-  prendra  la  forme 

a  -\-  bct  -i-  CA^  -l-  da?  -f  etc.  -f-  Jnp  -f-  Bii'p''  +  etc. 

et  que  la  partie  a-^ba,-^  csû"  -j-  dct^  -j-  etc.  est  diyisiblt 
par  p,  d'après  l'hypothèse. 

Ce  qui  précède  prouve  encore  que  si  le  problème  pro- 
posé peut  se  résoudre  en  nombres  entiers    ilyaurané- 

,     .             ,     .                   p            p 
cessairement  une  ou  plusieurs  solutions  entre  -  et ; 

car  si  a  était  hors  de  ces  limites  j  il  serait  possible  de 
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prendre  71  de  manière  que  ud-np  s'y  trouvât  compris.  SI, 
par  exemple  ,  a  tombait  entre  3p  et  4p ,  mais  plus  près 
de  5p  que  de  4p  y  en  prenant  tz  =  —  3 ,  on  obtiendrait 

un  résultat  moindre    que  ^.11  suit  de  là ,  que  pour  tom- 

2, 

ber  sur  une  solution ,  il  suffira  d'essayer  pour  x  tous 

,              ,               .                   .              p             p 
les  nombres   entiers  compris  entre  -  et . 

î44-  ^^  peut  aussi  prouver  que  V équation 
py  =  a  +  bx  -f-  cx^  -f-  dx^ .  .  .  -j-  hx" 
ne  saurait,  lorsque  p  est  un  nombre  premier  qui  ne 
divise  point  a ,  admettre  plus  de  m  solutions  en  nom- 
bres entiers  ,  par  des  valeurs  de  x  prises  depuis  o 
jusqu'à  p  ;  et  voici  comme  le  fait  M.  Legendre  (3'Iéni. 
de  l'Académie  des  Sciences,  1786  ). 

Si  a  est   une  de  ces  solutions,  on  aura 

a  -f  bct-i-  ccL'-^-da? 4-  hct'''  __ 

—  n  ^ 

P 
désignant  un  nombre  entier ,  et  parconséquent 

pn  :=.  a  -{-  bct-^  cce  -\-  da? 4-  hàC^  ; 

retranchant  cette  équation  de  la  proposée ,  on  obtiendra 

résultat  qu'on  peut  (^Elém.  180.)  mettre  sous  la  forme 

p  (^y^n)~(ix^ct)(b-\-cx^-{-d'x^-^ex^.  ..+l/x"'-'). 

Or  aucune  des  valeurs  de  x  ne  pouvant  être  divisible 
par  p  j  tant  que  a  ne  l'est  pas,  si  on  prend  et, ^,  y,  etc. 
entre  a  et  p  y  les  quantités  (6  —  «t ,  y  —  et,  etc.  toutes 
plus  petites  que  p  ^  ne  pourront  se  diviser  par  ce 
nombre  ;  le  facteur  x —  et  ne  sera  donc  divisible  dans 
aucun  de  ces  cas  par  p  :  il  faudra  par  conséquent  que 
ce  soit  le  facteur 
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b  -f.  c'x  -f  d'x''  4-  ex^ ...  4-  hx"'-\ 

Il  résulte  de  là  que  l'équation 

PY  —  h  ^  c^jc  J^d'x"-  4-  ex\  .  .  4-  lix"^"' 

sera  résolue  par  toutes  les  valeurs  iS,  ^,  etc.  ;  et  que  si 
le  nombre  de  celles  qui  résolvent  la  proposée  était 
seulement  m4^i,  la  précédente  en  admettrait  m.  En  des- 
cendant ainsi  de  proche  ,  on  arriverait  à  conclure  que 
l'équation  py  ^=  a  -\-  bx  devrait  admettre  deux  valeurs 
entières  pour  x  entre  a  et  p  ,  ce  qui  ne  saurait  être, 
puisque  (iSq")  les  valeurs  de  x  forment  une  progres- 
sion dont  la  différence  est  p  :  donc  l'équation  pro- 
posée n'en  peut  admettre  que  m  au  plus  dans  ce» 
limites, 

145.  Soit   encore  l'équation. 

a  4-  3x  4-  cx^  4-  dx"^  4-  ex^  4-  etc. 

^  '~  a!-^b'x  ,  cx^-{-d'x^-J^ex^-^  etc.  ' 

la  plus  générale  de  celles  dans  lesquelles  une  des  in- 
connues ne  monte  qu'au   premier  degré. 

Si  on  fait 

a  4-  ^-^  ~f-  <^^^  +  dx^  4-  ^^^  -\-  ^tc.  =p 
a  4-  b'x  4-  cx^  4-  d'x'^  4-  e  x^  4-  etc.  =  ^  , 

en  éliminant  x  de  ces  deux  dernières  équations,  on  en 
trouvera  une  de  la  forme 

A -\- Bp -{- Cq -\-  Dp^  4-  Epq  -j-  Ftf  4-  etc.  =  o, 

entre  pet  q.  Mais  par  l'hypothèse  ,y=:-,  ou  pr=:qy  : 

substituant  cette  valeur,  l'équation  précédente  deviendra 

J~^Bqy-\.  Cq+DqY 4- Eq^y  4-  Fq" 4- etc.  =0  ; 
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tous  les  termes  étant  alors  divisibles  par  q,  excepté  le 
premier^,  ilfaudraque  celui-là  le  soit  aussi  ^  autrement 
X  et  j^  ne  pourraient  pas  avoir  des  valeurs  entières.  On 
cherchera  donc  tous  les  diviseurs  du  nombre  A  \  en  les 
désignant  par  et,  /S,  5/,  etc.  et  en  prenant  successivement 
chacun  d'eux  pour  q ,  on  aura  les  équations. 

et^^a!  -^  b'  X  -\-  c  x"-  -{-  etc. 
^  =  a!  -^U  X  +  c'  x"  -j-  etc. 
etc. 

desquelles  on  cherchera  les  racines  entières,  et  celles  de 
ces  racines  qui  rendront  p  divisible  par  q ,  résoudront 
la  question  proposée. 

146.  Voici  un  problême  très-simple  qui  se  rapporte 
à  l'équation  précédente.  Trouver  deux  nombres  tels  y 
que  si  on  ajoute  leur  produit  à  leur  somme,  on  obtienne 
73.  Désignons  ces  nombres  par  x  et  par  y,  l'équation 
à  résoudre  sera 

et  prenant  la  valeur  de  y ,  nous  trouverons 


en  faisant  la  division.  Le  dernier  résultat  fait  voir  que  la 
question  proposée  sera  résolue  en  prenant  pour  x  -f-  1, 
les  diviseurs  de  80 ,  qui  sont 

1,     2,     4,     5,     8,     10,     16,     520,     40,     80, 

et  qui  donnent  respectivement 

x-=  o,      1,     3,      4,  7,  9,  i5,  19,  39,  j^, 

y.=79>  ^9;  19,15,9,7,    4.    ^>    ^>    o. 
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xéfj.  Je  passe  à  l'équation 

a'\^hx'\'cy  -\-  dx"^  -f-  exy  4-j(y*=  o , 

où  les  deux  inconnues  montent  au  second  degré  \  en 
la  mettant  sous  la  forme 


y 


2   ,   , -^  r- \      _         a-^hx-^-dxP" 


+m 


on  en  tire 


__      ex-\-c  _^  \/lex-\'cy  —  4fia-\-bx-{-dx'). 

y-     ^f  -  ^ 

ou  ,  ce  qui  revient  au  même , 


En  développant  et  ordonnant  par  rapport  à  a:  la  quan- 
tité soumise  au  radical ,  on  lui  donnera  la  forme 

m  -f-  nx  +  px^ ,  dans  laquelle 

c*  —  ^af-rzm,  ace — '^bf-zz^rt^  e^  —  ^dfz^zp. 

Si  on  ne  demande  pour  x  ety  que  des  nombres  ration- 
nels ,  soit  entiers  ,  soit  fractionnaires ,  la  difficulté  du 
problème  se  réduira  à  trouver  des  valeurs  de  x,  qui 
rendent  la  quantité  m  -^nx  -\-poc^  égale  à  un  quarré 
parfait  ;  et  ce  quarré  étant  désigné  par  t",  on  aura 

Q.fy  -^  ex'\-c-=.'±:t. 

La    résolution   de  l'équation   m^  nx -{-px^  r^zf^j 
conduit  à 


2/7  2.  p  * 

cm 

»px  +  n=z±.  \/4pt^'\'n''-^4pm; 
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faisant  /^p=:AetTi^ — /^pm^=:B y  on  aura 


Par  ce  résultat  la  question  est  ramenée  à  déterminer  t^ 
de  manière  que  ^  AV'-\-B  soitunquarré;  car  ce  quarré 
étant  u^ ,  les  deux  inconnues  a:  et  y  ne  dépendront  plus 
que  des  équations  du  premier  degré, 

Qfy'^eX'\-c:=^tj     ap  X  -^  n-=:u 

dont  les  coefficiens  c,  e  ,f,  n  et  p  sont  rationnels  ,  ainsi 
que  les  quantités  t  etu. 

La  détermination  de  t ,  par  la  condition  énoncée  ci- 
dessus,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  la  résolution  de 
réquafîonzz^r:  \/At^-i-B  en  nombres  rationnels,  ren- 
ferme en  général  de  grandes  difïicultés.  L'un  des  cas  les 
plus  simples  a  lieu ,  lorsque  A  est  un  quarré  -,  en  repré- 
sentant ce  quarré  par  et',  on  aura 

u—\/ceL^-i-  B; 
et  supposant  ut=oit^y ,  il  viendra 


quarrant  les  deux  membres  et  réduisant ,  on  trouvera 

et  par  conséquent 

2a,y 

prenant  pour  y  un  nombre  rationnel ,  t  deviendra  un 
nombre  rationnel,  ainsi  que  u,  et  il  en  sera  de  même 
de  X  ety. 

Lorsque 
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Lorsque  B  est  unquarré  représenté  par  ^^  ,  l'équation 
proposée  se  résout  encore  avec  la  même  facilité  que 
tout-à-l'heure  ,  en  supposant  a=W-f~.^  >  ce  qui  donne 

équation  qui  se  réduit  à 

ou  en  divisant  par  t ,  à 

et  d'où  il  résulte 

2/2 1/ 


A—v"-^ 


Enfin  si  la  quantité  Aï*'  -\-B  peut  être  décomposée  en 
deux  facteurs  rationnels,  eLt-\-9)  ^cLt  -\-^'  ^  ensorte 
qu'on  ait 

(At-f-/2)   {^ali^^'^^AV-'-^-B, 

on  fera 

on  en  déduira 

supprimant  le  facteur  commun  ett-j-^,  on  trouvera 
v^(ctf-f-.e)  =  ^'i-f-r  et   t-^Llzl^^, 

etu'-^  —  et 

148.   Quand  on  connaît  une  valeur  rationnelle  de  t , 
on  peut  en  déduire  facilement  une  infinité  d'autres  qui 
satisfont  à  l'équation  proposée.  Pour  le  prouver ^  soit  a. 
2.  T 
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la  valeur  donnée  de  t ,  et  /S  celle  de  u  qui  en  résulte  ;  on 

aura 

/2  =  y^Ja^'-^-B     ou     (6^^Ja'--\-B:    ' 

retranchant  cette  équation  de  u^  ■=•  Ai^ -\- B  ^  il  vient 

u^  — .ig^  =  y^(i^  — a^)  ou  u=^  =  ^(r  — <:t^)-f /S». 

IVÎais  si  on  fait  ur=z{^t  —  ot)i/-f-/3,  il  viendra,  après 
l'élévation  au  quarré  et  la  substitution  dans  l'équation 
précédente j 

divisant  tout  par  t  —  et ,  on  trouvera 

v2(i^ct)  4-2/2 V  =:^(t-j- et), 

d'où  on  tirera 

Q.%v  —  A  a.  —  6t  f^ 


A  —  v^ 

formule  qui  donnera  des  nombres  rationnels  pour  i^ 
lorsqu'on  en  prendra  de  tels  pour  v. 

i^Q-  Il  est  facile  de  faire  autant  d'applications  qu'on 
voudra  des  formules  ci-dessus,  c'est  pourquoi  je  me 
bornerai  aux  suivantes  :  Trouver  deux  nombres  x  et 
y ,  tels  que  la  somme  ou  la  différence  de  leurs  quarrés 
soit  égale  à  un  quarré  donné  /2^.  Les  équations  à  résoudre 

sont 

y-j-x*  =  iS*,  j'^— x»  =  ^S 

et  conduisent  à 


expressions  qui  se  rapportent  immédiatement  au  second 
cas  du  numéro  précédent.   On  feraj^wx — .5,  ce  qui 
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donnera  pour  l'une 

et  pour  l'autre 

En  développant  ces  équations,  on  tirera  de  la  première 

et  de  la  seconde 

^=  ~ ' 

V^ 1 

substituant  ces  valeurs  dans  celles  de  jy ,  on  aura 

V  =  — ^ et  y  =  -^^ ■ — ^   ; 

assignant  ensuite  des  valeurs  rationnelles  à  /S  et  à  v ,  on 
en  obtiendra  pareillement  de  telles  pour  x  et  pour  y. 

Si  on  prend  /2=^5,  les  équations  proposées  devien- 
dront 

y  +  x^  =  25 ,  y  —  X*  =  25  ; 
on  aura  dans  la  première 

lot'  5(1/''— 0 

dans  la  seconde 

foi/  5(y2    1    j) 

X  :^^   V  "^^ 

i'^^— 1  '     -^  V"  —  1    ' 

On  ne  peut  supposer  y=i  ,  car  l'une  des  expressions 

3 
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de  y  donnerait  alors  -f ,  et  l'autre  —  ;  mais  en  faisant  suc- 
cessivement V— 2,  V— 5,  v=4,  etc.  les  solutions  d» 
la  première  équation  seront 

x=z4i  ^  =  5,  a:=:^,etc. 
y='5,  y=z4,  yz=^,etc. 

€t  celles  de  la  seconde , 


,     0:  = 


.,    2  5  ,,    'O  ,,    , R* 

y  —  T^  y  —Ty  y  -tt- 

On  ne  parvient  point  à  des  nombres  entiers  dans  cette 
dernière ,  lorsqu'on  ne  donne  que  des  valeurs  entières 
à  V  ;  mais  si  on  fait  v  =  ■^  ,  il  en  résulte 

x=  iQ     et    y  =^  i3. 

Rien  n'est  plus  facile  que  de  résoudre  la  seconde  ques- 
tion en  nombres  entiers ,  lorsque  /^^  est  impair  ;  car  la 
différence  entre  le  quan'é  de  a  et  celui  de  a-f"  ^  étant 
2a~j-  1  ^  il  suffira  de  poser  l'équation 

2a-f-i  =iS*, 

de  laquelle  on  tirera 


2, 
et  prenant  :c  =r  û  et j' =  G -f-  1  ,  il  en  résultera 

Dans  l'exemple  proposé  ,  où  /S^  =  a5,  on  trouve 

et  parcQnséquent 


i 
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«  a:^=l2   et  j/  =  l3, 

comme  ci-dessus. 

Il  est  bon  de  remarquer  qu'on  peut  supprimer  les 
dénominateurs  des  valeurs  de  x  et  de  y  ^  sans  changer 
leurs  relations. 

Pour  la  première  question  on  trouve 

iC=:2.5u,   j/=/3(v* — i), 

et  la  racine  de  la  somme  des  quarrés  de  ces  quantités 
devient 

Si  l'on  écrit  —  au  lieu  de  i» ,  il  viendra 


2;Sm  /S(m*— n') 

On  fera  disparaître  les  dénominateurs  de  cette  formule 
en  prenant  /S^/i^ ,  et  il  viendra 

x^=z2mn  y    yrzztn^ — n^ 

d'où  X*  -|-  ^^  =  771^  +  'i^  '  On  trouvera  des  résultats  ana- 
logues pour  la  seconde  question  (*). 


(*)  Ces  formules  qui  sont  très-simples  ,  donnent  tous  les 
nombres  entiers  qui  peuvent  mesurer  des  côtés  de  triangles  rec- 
tangles. 

Le  rapport  des  cotés  de  l'angle  droit,  ou  la  tangente  de  l'uii 
des  angles  aigus,  a  pour^expression 
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Je  ne  pousserai  pas  plus  loin  la  résolution  des  équa- 
tions indéterminées  :  ceux  qui  voudront  s'appliquer  en 
particulier  à  cette  branche  d'Analyse,  pourront  con- 
sulter les  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin  ,  ann.  1 769, 
et  le  2^  volume  de  l'Algèbre  d'Euler  \  ils  y  trouveront  la 
solution  complète  de  l'équation  u^=.  y  At'^~\-B  ^  par 
Lagrange ,  et  beaucoup  d'autres  recherches  non  moins 
intéressantes. 

Des  Propriétés  des  nombres. 

t5o.  Les  nombres,  considérés  en  eux-mêmes,  indé- 
pendamment de  tout  système  de  numération  et  de  toute 
question  particulière,  ont  des  propriétés  très-remar- 
quables; plusieurs  sont  relatives  à  leur  divisibilité  les 
uns  par  les  autres,  d'autres  à  leur  décomposition  en 
puissances  pai'faites.  Bachet  de  Meizeiriac ,  qui  com- 
menta le  premier  avec  succès  l'ouvrage  que  Diophante 
nous  a  laissé  sur  l'arithmétique ,  ou  plutôt  l'Analyse 
numérique ,  remarqua  qu'u/i  nombre  quelconque  est 
toujours  ou  un  quarré^  ou  la  somme  de  deux  quarrés,  ou 
celle  de  trois,  ou  enfin  celle  de  quatre  au  plus. 

10,  parexemple,  est  la  somme  des  deux  quarrés  1  etcj, 

q4  ,  celle  des  trois  quarrés ,  4  ,  4  ^^  1 6 , 

09  ,  celle  des  quatre  quarrés ,  1 ,  4  >  9  et  25. 


<Voîi  il  suit  que  ces  triangles  renferment  des  angles  de  toutes  les 
grandeurs.   (  Voyez   les  Tables  de  Schulze  ,  Tome  II ,  page  3o8  ). 
Il  est  visible  par  la  formule 

m'  «—  I        p-.  p-  —  I 


eue  ^' 


•=:  tang  7  X,  X  représentant  l'angle  oppose  au  côté  x. 
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Cette  proposition  fut  démontrée  ensuite  par  Fermât , 
l'un  des  plus  grands  géomètres  dont  la  France  s'honore, 
et  qui  enrichit  de  remarques  le  commentaire  de  Bachet; 
Tuais  l'écrit  où  il  se  proposait  de  réunir  les  grandes  dé- 
couvertes qu'il  avait  faites  sur  la  théorie  des  nombres  , 
ne  nous  est  point  parvenu,  et  la  propriété  précédente 
n'était  qu'un  simple  fait  prouvé  par  l'expérience ,  jus- 
qu'à ce  que  Lagrange  l'eût  démontrée  en  1770  ,  dans 
les  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin.  Euler  a  prouvé 
cette  proposition  d'une  manière  un  peu  plus  simple , 
dans  la  deuxième  partie  de  l'année  1777  des  Actes  de 
l'Académie  de  Pétersbourg. 

En  1770,  iWilson  fit  connaître  la  propriété  suivante 
des  nombres  premiers  :  Sin  désigne  un  nombre  premier 

quelconque,  le  produit  1 .2.0 (n — 1),  augmenté  de 

V unité ,  sera  divisible  par  n. 

Par  exemple  ,  soit  /i  =  7  ,  on  a 

1 .2.3 (/i—i),  ■=.  1 .2.0.4-5.^  =  720; 

«n  ajoutant  l'unité  ,  il  vient  721 ,  qui ,  divisé  par  7  , 
donne  io3  pour  quotient.  C'est  encore  Lagrange  qui 
démontra  le  premier  la  vérité  de  cette  proposition. 
(  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin,  année   1771)- 

Il  est  bonde  remarquer  que  les  propriétés  des  nombres 
correspondent  à  des  questions  d'analyse  indéterminée  ; 
celle  que  nous  avons  citée  la  première  revient  à  prou- 
ver que  l'équation 

peut  toujours  être  résolue  en  nombres  entiers,  quelque 
nombre  entier  que  l'on  prenne  pour  A  ;  la  seconde  pro- 
priété suppose  que  dans  l'équation 

1    2.3 (rt— 1)  -|-  1  =^">x  > 
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>r  est  toujours  un  nombre  enti  er,  lorsque  ti  estunnombra 
premier. 

Il  serait  impossible ,  sans  sortir  beaucoup  des  li- 
mites où  je  dois  renfermer  cet  ouvrage ,  de  développer 
ici  les  démonstrations  des  théorèmes  que  je  viens  d'énon- 
cer; mais  pour  donner  une  idée  de  ce^  recherches,  je 
vais  exposer,  d'après  M.  Gauss,  la  théorie  des  restes 
que  laissent  les  puisiances  d'un  nombre ,  lorsqu'on  les 
divise  par  le  même  nombre  premier,  et  qui  conduit 
a  prouver  la  proposition   indiquée  à  la  page  32. 

i5i.  Soit,  par    exemple,  la  suite 

^^  5j  9^  27,  81  ,  243,   729,  etc., 

formée  des  puissances  du  nombre  3,  et  qu'on  divise 
chacun  de  ses  termes  par  le  nombre  premier  7,  on 
aura  les  restes  ci-dessous , 

1,5,  2,    6,     4,        5,       1,    etc., 

où  l'on  voit  revenir,  après  G  divisions  ,  le  premier 
reste  1.  Dans  cet  exemple,  la  période  des  restes  em- 
brasse tous  les  nombres  inférieurs  au  diviseur  -,  cir- 
constance ,  qui  dans  d'autres  cas  n'a  pas  lieu ,  et  donne 
aux  nombres  qui  s'y  rapportent  des  propriétés  remar- 
quables, auxquelles  conduisent  les  théorèmes  suivant  : 

Dans  la  suite  des  puissances  ^ 

1  ,   a  y  a^ ,   a^,  ... 

il  existe,  outre  le  premier  terme  y  un  terme  a',  qui, 
divisé  par  un  nombre  p  ,  premier  à  la  base  a.,  laisse 
l'unité  pour  reste ,  t  etani  moindre  que  p. 

C'est-à-dire  que ,    E  désignant   un  nombre   entier 
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quelconque,  on  a 

Soit  en  général  a'"  z=z  Ep  -\-  dL\  en  donnant  à  m  un 
nombre  de  valeurs  égal  à  p,  on  doit  rencontrer  au 
moins  deux  fois  une  même  valeur  de  et ,  puisque  et  est 
un  entier  <;p.  Soit  donc  m'  la  valeur  de  m  ,  qui  donne 
cette  repétition,  et  E'  la  valeur  de  £,  qui  lui  cor- 
respond, ou  aura 

'"'","  5/  "^  "^  l  d'oùa-'-a'"=(£'-£)p=rû-(c'"'--i): 
a^  7=  E  p  -\-  a  ^ 

mais  comme  a  n'est  pas  divisible  par  p ,  a"*  ne  le  sera 
pas  non  plus  (  Elémens  ofj  )  \  et  puisque  (  £'  —  -^)p 
l'est,  il  faudra  que  a'"'~'" —  1  le  soit  :  donc  a'"'""*  —  1 
est  de  la  forme  Ep  ,   et  a'"'""""  de  la  forme  Ep-\~\. 

Il  est  visible  que  m!  —  m<^p\  en  partant  du  pre- 
mier ternie  i  r=:  a° ,  on  rencontrera  donc  le  terme  a"'', 
avant  d'avoir  atteint  l'exposant  p. 

Par  exemple  dans  la  progression 
2*,  2\  2*,  2^,  etc. 
on  a  2'^=  4^96,  qui,  divisé  par  i3,  laisse  1  de  reste. 
i52.   En  partant  du  terme  a'  =  £/?  4-  1 ,  on  tiouye 

a'    =    Ep^i 

a}'^^^::=^aEp  -\-  a 
a'-^^z^^a'Ep  4-  a^ 
a'^''z=a'Ep  -f-  a3 
etc. 

d'où  on  voit  que  les  restes  reviennent  les  mêmes  que 
ceux  des  puissance*  a  ,  a',  a""..  .  .     jusqu'à  ar~l  indu- 
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sivement  ;  ainsi  tous  les  restes  que  peuvent  fournir  îes 
différens  termes  de  la  suite  se  présentent  dans  l'in- 
tervalle 

1,  a\à,    .    .   a'-\ 

On  peut  encore  voir  immédiatement  que  le  terme 
g"'  est  de  la  forme  Ep  -j-  1  i  car  en  faisant  a'=:Ep-\-i, 
on  trouve 

ce  qui  revient  à  la  forme  indiquée. 

1 53.  En  classant  par  périodes  ,  dans  lesquelles  re- 
viennent les  mêmes  restes  ,  la  suite  des  puissances  d'un 
nombre ,  ce  qui  précède  fournit  le  moyen  d'obtenir  les 
restes  des  puissances  très-élevées  ;  car  si  on  demandait, 
par  exemple,  dans  la  progression 


3%  3%  5 


le  reste  de  la  division  du  terme  û'°''*  par  i3,  on  cher- 
cherait d'abord  à  quelle  puissance  on  a  l'unité  pour 
reste  en  divisant  par  i3,  et  on  trouverait  27  ou 3^; 
on  aura  parconséquent  ainsi  de  3  en  3 ,  l'unité  :  divisant 
donc  1000  par  3^  le  reste  1  marquera  le  rang  que  tient 
2io«o  (jajjs  ]^  période  ,  et  qu'il  laisse  le  même  reste 
que  3^  ;  donc  ce   reste  sera  3. 

Tout  ce  qui  précède  suppose  seulement  que  p  soit 
premier  par  rapport  à  a  :  ce  qui  suit  ne  s'applique 
qu'aux   nombres  absolument  premiers. 

i54-  -Si  p  est  un  nombre  premier  qui  ne  divise  point  a., 
et  a}  le  terme  du  plus  petit  exposant ,  pour  lequel  on 
ait  a'  =  Ep-f-i  ,  l'exposant  t  sera  ou 'p —  1,  ou  un. 
diviseur  de  p  —  1 . 
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On  a  déjà  vu  que  t  ne  peut  surpasser  p — i  -,  iJ  reste 
à  monti*er  qu'il  doit  diviser  p  —  i . 

Soient  d'abord  i ,  et ,  a!\  etc.  les  restes  des  termes 

le  nombre  de  ces  restes  n'étant  égal  qu'à  t ,  ils  ne 
comprendront  pas  tous  les  nombres  i,  2,  3,  .  .  .  p — 1  , 
dans  le  cas  actuel ,  où  l'on  suppose  t  <^p  -  1  :  ils  sont 
d'ailleurs  tous  differens ,  puisque  s'il  y  en  avait  deux 
pareils  pour  deux  termes  a"",  o",  antérieurs  au  terme 
a\  il  s'en  suivrait  que  a" — a'"  =:  a"*  (a"-"*  —  1)  serait 
divisible  par  p  ,  ou  que  a""''",  divisé  par  p,  laisserait 
l'unité  pour  reste  ,  ce  qui  ne  peut  arriver  dans  l'in- 
tervalle de    1  à  a'. 

Soit  i3  un  des  nombres  de  la  série  1  ,  2 ,  ...  p — i  , 
non  compris  dans  la  série  1,  et,  et" , ...  ;  si  on  multiplie 
chaque   terme  de   celle-ci  par  /2 ,  on  formera  la  série 

/S,*t'^,  .6"/2,  etc., 

dont  la  division  par  p  conduira  à  une  nouvelle  séri® 
de    restes  que  je  représenterai   par 

/2,     (^',      ^\   etc. 

tous  diïFérens,  1°.  entr'eux,  2.°.  avec  les  restes  i,  ce, 
a!,  etc. 

La  première  assertion  se  prouve  en  multipliant 
par  /2  les  deux  équations 

a"^  —  Ep'\-  et,     a""z=  E'p-i-ct, 
correspondantes  à  deux  termes  de  la  période  i,  a ,.  .a\ 
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on  aura 

et  si  les  nombres  et^ ,  et0,  divisés  parp,  laissaient  I^ 
même  reste  ^\  il  viendrait 

d'où 

|3  (a'^'—a'")  ^/3p(£'— £4.e'_e); 

puis  divisant  tout  par  /S  ,  on  en  conclurait  que  la  dif- 
férence a"^' —  a""  est  divisible  par  p ,  ce  qui  est  im- 
possible dan^  l'intervalle  de   i    à  a'. 

La  seconde  assertion  s'appuie  sur  ce  que  si  l'un 
des  nombres  de  la  série  /S ,  ^'j  (6" ,  etc.  était  le  même 
que  quelqu'un  de  ceux  de  la  série  i,  <*',.  et",  etc.  oji 
aurait  en  même  tems 

a'"  =  Ep  -1-  et'     et     (^a""'  =  (^E'p  -f  et'  ; 

or  cela  ne  peut  être  quand  rn  <^m ,  parce  qu'il  en 
résulterait 

a^-^l^a'^^'—p  {E—^E') ,  ou  a'""'  (a'"-"*'-^)=p(£-iS£0  ; 

il  faudrait  donc  que  a'^"'"' — /?  fût  divisible  par  p-; 
et  comme  le  terme  a'"""'"''  ne  peut  laisser  pour  reste 
qu^un  des  nombres  i,  et,  *',  etc.  il  faudrait  que  la  diffé- 
rence entre  ,^  et  ce  dernier  fut  divisible  par  p ,  ce  qui 
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ne  peut  être ,  puisque  tous  deux  sont  moindres  que  p. 

Si  m'  ^m,  on  considérerait  alors  le  terme  c^^ , 
qui  laisse  le  même  reste  que  a"*,   et  on  aurait 

d'où 

ar'  (a'-^— '"'  —  iS)  =  p  ( £  —  /S£' ); 

or  f-f-m  —  m!  <^t  dans  cette  hypothèse;  ainsi  l'ab- 
surdité est  encore  la  même  que  dans  le  cas  précèdent, 

La  série  iS,  iS',  /S",  etc.  n'ayant  aucun  terme  commun 
avec  la  série  i^  <*,  a- ,  etc.  ,  elles  contiennent  en- 
semble un  nombre  ^t  de  termes. 

Si  ces  termes  n'épuisent  pas  les  nombres  1,2,.  -p — i, 
on  multipliera  les  termes  de  la  série  1 ,  a! ,  a!' ,  . .  . 
par  y,  l'un  de  ceux  qui  manquent,  et  on  aura  un 
nombre  t  de  résultats  , 

y,  et  y,  a"  y,  etc, 

qui   conduiront  à  t  restes 

y>  y>  y\  etc. 

diffère ns  ^  1°,  entr'eux,  â°.  avec  les  termes  de  la  série 
1,  ct\  a." ,  etc.,  3°.  avec  ceux  delà  série  /3 ,  ^',  /S",  etc. 

Les  deux  premières  assertions  se  prouvent  comme 
précédemment  :  la  troisième  se  vérifie  en  observant 
que  si  l'on  avait  les  équations 

ya-'^yE'p-}-&\ 
il  en  résulterait ,  si   m'  <  m  , 
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/Sa-  - yar' r=p{C6E~yE')y 

flQjn—m'  —  y^  serait  parconséquent  divisible  par  p\  et 
comme  /2a"'~'"'  donne  pour  reste  un  des  nombres 
de  la  série  .5,  /S',  etc. ,  moindre  que  p  ,  il  faudrait  que 
la  différence  entre  un  de  ces  nombres  et  y,  aussi 
moindre  que  p  ^  fat  divisible  par  p,  ce  qui  ne  se  peut. 

Quand  ni  '^m ,  on  considère  le  terme  «'"+''"  qui 
donne  le   même  reste    que  a'",    et  on  a  l'équation 

a-  (/?fi'+— '— 5.)  =p  (^^E—yE'), 

absurde  par  les  mêmes  raisons  que   la  précédente. 

En  joignant  les  t  termes  compris  dans  la  série 
y,  y',  etc.  avec  ceux  des  séries  précédentes,  on  a  en 
tout  "51  de  nombres  distincts ,  tous  entiers  ,  tous 
moindres  que  p. 

Si  les  nombres  1  ,  9,  .  .  .p—  1 ,  ne  s'y  trouvent  pas 
tous  compris,  en  prenant  un  de  ceux  qui  manquent, 
on  formera  une  nouvelle  série  entièrement  distincte 
des  trois  précédentes  ,  contenant  t  termes  ;  et  en  con- 
tinuant, puisque  rien  ne  s'y  oppose,  de  procéder 
ainsi,  il   faudra  bien  qu'on    épuise,  par  un    nombre 

multiple  de  t ,    ceux  de  la  série  1,2,  . .  .  p 1 ,  qui 

n'en  renferme  qu'un  nombre  limité  :  donc  t  sera  un 
diviseur  de  p  —  1 . 

i55.  La  quantité  ^-—  étant  un  nombre  entier,  si  on 
élève  les  deux  membres  de   l'équation 
a-^zEp-i^i 
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à  la  puissance  marquée  par  ce  nombre ,    il  viendra 

tous  les  termes  du  développement  de  cette  puissance , 
excepté  le  dernier  ,  qui  est  i ,  seront  divisibles  par  p  , 
ainsi   l'on  aura 

aP-'^E'p+i, 

d'où  il  suit  que  le  nombre  a^""^  —  i  est  divisible  par  p 
lorsque  a  ne  l'est  pas.  Théorème  du.  à  Fermât,  et  qui  a 
conservé  le  nom  de  ce  géomètre. 

i56.  //  existe  des  nombres  tels,  qu'aucune  de  leurs 
puissances  ,  dans  les  degrés  inférieurs  à  p  —  i ,  ne  donne 
pour  reste  l'unité  ,  lorsqu'on  la  divise  par  "p. 

Soit  a,  by  c,    etc.   les  facteurs  premiers  de  p — i, 

ensorte  que  abc  etc.  z=zp  —  i  :  on  va  montrer 
d'abord  qu'il  existe   des  nombres  u4 ,  B ^  C,    tels  que 

leurs  puissances  A"  ,  B^'  ,  O  ,  sont  celles  du  degré 
le  moins  élevé  qui ,  dans  la  division  par  p ,  laissent  i 
pour  reste,  et  ensuite  que  le  produit  ABC  de  ces 
nombres  est  tel,  que  (ABC  etc. y~~^  est  celle  de  ses 
puissances  du  degré  le  moins  élevé ,  sur  laquelle  la  divi- 
sion parp  laisse  i  pour  reste. 

Comme  depuis  o  jusqu'à  p  l'équation  py:z=x'" — i 
n'admet  au  plus  que  jn  valeurs  entières  pour  x  (i44)  > 

il  s'ensuit  que  si  l'on  considère  la  quantité  x  "^  —  i  ;,  il  y 
aura  nécessairement  dans  la  série  i ,  2,  5 ,  .  .  p  —  i  ,  un 
nombre  qui,   mis  à  la   place  de  :i; ,    ne   rendra  pas 

a;  *  —  1  divisible  par  p. 
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Soit  g  ce  nombre;  si  on  fait  g"  -=  Ep-^h ,  (*)  E 
désignant  toujours  un  entier  ,  en  élevant  à  la  puis- 
sance a  les  deux  membres  de  cette  équation ,  il 
viendra 

gp-^  ^(^Ep^  hy""^  E'p  -f  h^"-, 

K'  désignant   aussi  un  entier. 

Ainsi  gP"'' -— /z*  est  divisible  par  p;  mais  par  le 
théorème  de  Fermât  (i55  ),  g  étant  premier  à  p, 
g^~^  —  1   est  divisible  par  p,  ou  g^"*  est  de  la  forme 

E"p-\-\\  donc 

E"p  +  i==E'p-hh'^'', 
d'où 

¥'^=E"p  —  E'p-j-i 
et  parconséquent  h'^  —  i  est  divisible  par  p.  Les  puis- 

et—i         a— 3. 

sances  a       ,  a       ,  etc.  pour  lesquelles 

g*    ~{Ep-J(-hy'^^'^=E""p^}i''''~"^ 
ne  remplissent  point  cette  condition ,  puisque  les  quan- 

tzl       S.-2 
tités  g"    ,    g""    ,  etc.,  par  hypothèse,  ne  la  remplissent 
pas,  mais  d'après  le  n"  162,  le  plus  petit  exposant  de 
la  puissance  du  nombre  h  qui  rend    la  quantité  h' — 1 

(*)  11  faut  observer  qn'ici  et  dans  tout  ce  qui  suit,  Ja  lettre  g  a 
pour  exposant  la  fraction  placée  au-dessus. 

divisible 
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dhisible  par  p,  doit  dmser  a*,  puisque  h"  — i  est 
divisible  par  p  ;  ov  a  étant  preniier,  a'^  ne  peut-êtfe 
divisé  par  un  autre  nombre;  donc  t=:a^  :  donc  le  nombre 

Ez-2 
h,  reste  de  la  division  de  g°-      par  p,   est  le  nombre 
ui    demandé.    On  trouverait  de   même   des  nombres 
B ,   C,  etc. 

Maintenant  si  on  suppose  que  le  produit  des  nom- 
bres A ,  B  ,  C\  soit  tel  que  {  A  B  C  y  T=Ep -\r  i  , 
t  étant   moindre   que  p —  i,    il    faudra   (i54)    que 

t    divise    p  • —  1  ^    ou    que   ' soit  entier  ;   et  puis- 

t 

que  p  —  1  ==  a'^  b^  c^,  le  quotient  ne  peut  être 
qu'un  des  nombres  a,  b,  c,  ou  un  de  leurs  multiples. 

Soit  j  par  exemple  ,- =  na  ;  on  aura  p — i=7zaf, 

d'où .  -  ^=n\  ainsi  t  divisera  ^ :  dans  ce  cas  , 

a       t  a 

et  en  vertu  de  l'hypothèse  ,  {ABC)  '^  —  i  sera  divisible 
par  p  (162)  ;  mais  puisque  j&  ,  C,  séparément  j  sont 
tels  que 

/S 
B'    =Ep-hi, 


le    produit    ^**    h^yca''    h^y^^^Q  ^'=zE"p+i: 


donc   il  faudra    qu'on  ait  aussi  A  "*  rz:  £'"/5 -f- 1,  ou 

2.  y 
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A"" — 1,    divisible   par   p\   or  A   étant    tel,    qiie 
^'**—  1   est  divisible  par  p,  il  faudra,  par  le  n°  162  , 

que  a    divise ,  ou  que  - — —   soit  un    entier;  ce 

a  ^*+i 

qui   est  impossible  ,  puisque  = r= : 

a  a"    ^  ^ 

on  ne  peut  donc  pas  supposer  t  d'un  degré  inférieur 
à  p  —  1. 

î  57.  Il  suit  de  là  que  si  on  désigne  par  g  le  produit 
ABC ^  ou  le  plus  petit  reste  de  la  division  de  ce  produit 
par  p,  ou  enfin  un  nombre  tel,  que  g""^  soit  la  puissance 
la  moins  élevée  de  la  forme  Ep  -f-  1 ,  les  restes  de  la 
division  par  p  des  puissances 

g',  g\  g*,  g\... gp", 

comprendront  tous  les  nombres  1,  2,  3, .  .  .p — i  ;  mais 
dans  un  ordre  différent  de  l'ordre  naturel. 

Si,  par  exemple  ,  p  =  ig  ,  on  pourra  prendre g=2, 
et  en  divisant  les  diverses  puissances  de  ce  nombre 
par   19,  on  formera  la  table  suivante  : 

Puissances.     i2°,  2',  2*,  2^,  2^,  2^  2^,  2',  2*, 
Restes.  1,    2,    4,     8,  16,  i3,  7,   14,  9, 

Puissances.     29,  2'",  2",  2'',  2'^,  2'^,  2'^,  2'^,  2'7^ 
Restes.  18,  17,  1 5,  11,   5,    6,     la,    5,    lo. 

Il  y  a  entre  ces  restes  et  les  exposans  auxquels  il? 
correspondent ,  des  relations  analogues  à  celles  des 
nombres  et  de  leurs  logarithmes ,  et  Euler  a  désigné 
sous  le    nom  de  racines  primitives ^  par  rapport  ai. 
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nombre  p ,  ceux  dont  les  puissances  fournissent  toui 
les  restes  depuis  i,  2,  5, p —  1  :  de  cette  ma- 
nière ,  2  est  racine  primitive  à  l'égard  de  19.  Je 
ne  pousserai  pas  plus  loin  cette  théorie,  qui  renferme 
un  grand  nombre  de  résultats  curieux;  et  pour  l'ap- 
pliquer à  la  résolution  de  l'équation  xP — ir=o,  je 
profiterai  de  quelques  remarques  que  M.  La  Place  a 
bien  voulu  me  communiquer. 

i58.  L'équation   x^ —  1=0,   étant  divisée  par  le 
facteur  x  —  1  ,   devient 

xP-'  +  xP-\  ..  +X'  -\-x-j-  1  —O, 

et  cette  dernière  exprime  en  même  tems  la  somme 
de  toutes  les  racines  de  la  précédente  ;  car  si  et  est 
une  des  racines  différentes  de  l'unité ,  les  autres  se- 
ront   (  1 5  )   «t*,   ct^, ciP~^  \    et    en   général ,   la 

quantité  afP-^^^  e  étant  un  nombre  entier  ,  revient  à 
îa  racine  *^,  puisque  ci?  =  1.  Ces  propriétés  étant  rap- 
pelées ,  on  voit  que  toutes  les  racines  de  l'équation 
a:P~^  -f-  xP~^ .  .  .  -f-  1  =0,  peuvent  être  représentées 
par  une  seule ,  ayant  successivement  pour  exposans , 
toutes  les  puissances,  jusqu'à  celle  du  degré  p — 2  ,  du 
nombre  g,  supposé  racine  primitive  du  nombre  pre- 
mier p  ;  mais  p — 1  n'étant  pas  premier,  se  décompose 
au  moins  en  deux  facteurs. 

Soit,   en  conséquence ,  p  —  1  =  /^/  \  on  pourra  con- 
sidérer à  part  la  période    d' exposans 

g«,  g',£r'°,g^...gf^-'>, 

donnant,  lorsqu'on  les  divise  par  p  ,  des  restes  difFé- 
rens,  et  reproduisant  les  mêmes  ,  à  partir  du  terme  g-^% 
puisque  fa  =  p—i  •  Il  est  évident  que  si  on  multiplie 

2 
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tous  ces  nombres  par  r/'',  /•  désignant  un  entier ,  et 
qu'on  ôte  de  l'exposant  de  g  le  plus  grand  mul- 
tiple de  p  qui  pourra  s'y  trouver  contenu  ,  on 
reproduira,  mais  dans  un  ordre  différent,  les  mêmes 
exposans  que  ci-dessus,  et  par  conséquent  les  mêmes 
restes. 

En  effet,  pour  un  produit  quelconque  g"g''^=g^'"+''"^'', 

(e  4-  70^^       e-f-7"  ,  1.        j 

on  aura  — ^^^-^-=: — 7?— ,   et  le  reste    sera  1  un   des 

fi"  f  , 

nombres  1,  2,  3,.  ./" — 1.   Il  n'en  sera   pas   de    même 

si  on  prend  pour  multiplicateur  un  nombre  A,  compris 
dans  la  suite  1,  2,.  .p  —  1 ,  et  qui  ne  soit  pas  un  des 
restes  donnés  parla  suite g'°,  g-%  g^",  etc. ,  on  prouvera, 
comme  dans  le  n°  164,  qu'il  naîtra  des  produits  un 
nombre  y  de  restes  distincts  des  autres.  Choisissant 
encore  pour  multiplicateur  un  nombre  ;/  différent  des 
deux  séries  de  restes  qu'on  a  déjà  obtenus,  on  en  trou- 
vera encore  y  distincts  des  précédens  ,  et  ainsi  de  suite. 
Par  ce  moyen,  la  totalité  des  restes  compris  dans  la 
série  1,  2,.  .  .p — 1,  se  trouvera  partagée  en  un  nombre 
a  de  périodes  contenant  chacune  y*  nombres. 
D'après  ces  considérations ,   si  l'on  fait 

oc  +  x^"'  -j-  x^""' . . .  -f  xs^^-'^'  =z  y , 

et  qu'on  substitue  successivement  à  x  les   puissances 

X  ,  X  j  etc.  on  formera  seulement  un  nombre  a  de  va- 
leurs distinctes  pourj-,  qui  comprendront  entr'elles 
toutes  les  valeurs  de  x,  puisque  l'ensemble  des  ex- 
posans de  cette  quantité  embrassera  tous  les  nombres 
1 ,  2, .  .  .p  —  1  ;  par  conséquent  la  nouvelle  inconnue  y 
n'ayant  qu'un  nombre  a  de  valeurs,  ne  dépendra  que 
d'une  équation  du  degré  a. 
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Si  le  nombre /n'est  pas  premier,  et  que  p —  i  =^af=abh, 
on  fera  encore 


la  suite   des  exposans 

ne  donnera  que  les  mêmes  restes ,  tant  qu'on  ne  mul- 
pliera  ses  termes  que  par  un  nombre  de  la  farrae  g'**; 
mai?  si  on  la  multiplie  par  l'un  des  nombres 

ë  ^   b    J  •  • •&  ' 

on  obtiendra ,  par  chaque  multiplicateur  ,  un  nombre 
h  de  puissances  donnant  des  restes  diîTérens  ,  et 
formant  par  conséquent  des  périodes  distinctes  de  la 
première  :  et  le  nombre  total  des  termes  de  ces  pé- 
riodes réunies  étant  bh ,  ouf,  elles  comprendront  tous 
îes  exposans  renfermés  dans  y.  Il  suit  de  là  que  pour 
une  valeur  de  y ,  la  nouvelle  inconnue  z  en  aura  un 
r:ombre  b;  mais  ^  et  ^  étant  exprimées  par  la  même 
quantité  x  ,  qu'on  peut  éliminer,  z  est  nécessairement 
foncti^  de  y,  et  doit  être  donné  en^  par  une  équa- 
tion  du  degré  b  seulement. 

Si  h   n'est  pas  un  nombre   premier,  mais  que  l'on 
ait  h=zcl,  on  fera 

X  -j-  x^     -f-  x"      . . . .  -f-  -^*  =  -^  ; 

on  ?e  convaincra,  comme  ci-dessus ,  que  la  multipli- 
cation des  termes  de  la  série 


g\  ^'\^^^^,...S 
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par  chacun  de  ceux   de  la  série 

produira  uxx  nombre  c/,  ou  h^  de  puissances  de  g,  donnant 
des  restes  difFérens ,  et  dont  l'ensemble  comprendra 
tous  ceux  que  laissent  les  termes  de  la  série 

et  que  par  conséquent,  pour  une  même  valeur  de  s, 
s  aura  c  valeurs  distinctes  ,  et  sera  donnée  par  une 
équation  du  degré  c. 

On  poursuivra  cette  marche  jusqu'à  ce  qu'on  soit 
parvenu  au  facteur  2, ,  nécessairement  compris  parmi 
ceux  de  p —  1  ;  et  en  supposant  que  /  soit  ce  facteur  ^ 
•n  aura 


tri 
mais  puisque  g^^'  —  g  ^",  et  que  g'"~* — 1  est  divisible 

.(  p=i   Y  -:  ^ 

par  p,  le  produit  Vs*  ^  — 1/ Vg"  ^  -{-1/ sera  divisible  par 
p]  et  comme,  par  la  détermination  du  nombre  g,  la  quan- 

tité  g  ^  —  1  n'est  pas  divisible  par  p ,  c'est    le  fac- 

fuL  fui 

teurg  ^  -\-i  qui  l'est;  et  par  conséquent  g  *   laisse  p-i 

pour  reste;  d'où  il  résulte, que  x^""^^  z=z  xP~^  =■    -  i 

X" 

alors  l'équation 


X^         32=  S 
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«levient 

x-\-~z=zSj     ou     x'^ — 5a:-f-i=Gu 

Voilà  donc  x  déterminé  par  une  équation  du  se- 
cond degré  ,  au  moyen  de  :?  qui  dépend  de  z  par 
une  équation  du  degré  c,  l'inconnue  z  dépendant 
de  y  par  une  équation  du  degré  b,  et  enfin  l'incon- 
nue y  étant  donnée  par  une  équation  du  degré  a. 

153.  L'exposition  des  détails  relatifs  à  la  manière 
de  former  ces  équations  me  mènerait  trop  loin;  les 
exemples  suivans  y  suppléeront  autant  que  l'exige  la 
îiature  de  cet  ouvrage. 

Soit  pr=i7;  l'équation  x'^ — 1  :=:o,  divisée  par 
X  —  1 ,    donne 

x'^  -{- x'^ .  .  .-j-  x"" -j-  X  -]'  1  =z  o  : 

p — 1 1  =  16  =  Q^^  :  ce  nombre  n'admettant  pour  fac- 
teur premier  que  s,  les  équations  desquelles  dépend 
la  proposée  ne  sont  que  du  deuxième  degré.  La  plus 
petite  racine  primitive  de  17  est  3  ;  la  première 
décomposition  de  16  est  s. 8-,  on  a  donc 

g=z5,    e=2,   /=:8 

où 

^  ^  :^^^jc^^  a^'^  a:3'-f-  x2"4.a;2^'-|.  x''^  =y', 

ce  qui  revient  à 

x-f.  xs  4-x^2 -f-x'*+x'^-f-.x«     -j-x^    -fx*      =:y. 

Si  oa  substitue,  au  lieu  de  x,  l'une  des  puissances 

~3       -r^      T-6      -T-7       T-.!*       -v"       -r**      -7^*4 

dont  les  exposans  composent,  avec  ceux  de  la  va- 
leur précédente,  tous  les  nombres  depuis  i  jusqu'à  16 
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inclusivement ,  et  qu'on  ôte  du  produit   des  exposans 

les  multiples  de  17,  puisque  x^'^  ^=^  1  ,  on  ne  trouvera 
toujours,  mais  dans  un  ordre  différent,  qu'ime  seule 
valeur  pour^,  et  qui  sera  entièrement  distincte  de  là 
précédente.  En  employant  x^,  on  a 

en  développant  le  produit 

(y —  X  —  x9  — x'^  —  x^'^  —  x^^  —  x'^  —  x^  — jf) 
X{y —  00^ —  x^° — x^  —  a;''  —  x^^  —  x"^  —  x'^ — x^), 

et  en  exprimant  les  fonctions  de  x  d'après  les  relations 
indiquées  dans  le  n°  i5,  on  formera  l'équation 

Décomposant  8  dans  ses  facteurs  2  et  4 ,   il   vient 
6  =  2,   hz=4^   ab=z4i 
en  fait 

X  +  x"  -\-x^  -f-x^    — z, 
ou 

X  +  x''  -f-  x'^  +  x"^  =  z. 

Que  l'on  substitue  à  x  ,  l'une  de*  quatre  puissances 
que  renferme  la  valeur  de  ^ ,  et  qui  ne  sont  pas  dans 
celle  qu'on  vient  d'assigner  à  2, ,  x^,  par  exemple  ,  on 
aura 

x^  -f-  x9  +  x*^  +  ^^  =  2; , 

et  l'équation  en  z  ,   résultante  du  produit 

{z—x — x'2— x'^— x^  )  (z— X*— x9~x'5— x^  )  =  o , 

sera 

a»  —  yz  —  1  =  G. 
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EnRn  décomposant  4  en  2  .  2  ,  on  a 

c  =  2 ,  /  =  2 ,  abc  =:  8  , 
et  on  fait 

OU 

Si  l'on  substitue  x^  a.  x ,  il  viendra 

l'équation  en  s  se  formera  du  produit 

{s-^x  —  x'^)  (^  —  x^— x'^)=:o, 
et  sera 

s"" — zs-{-  x^^  +  x^  -f-  x^^  -f-  a:''  =  o  ; 

et  la  fonction  x^^  ^  x^ -\- x^^ -{- x"^  ^  comme  il  est  facile 


de  le  vérifier ,  revient  à 

2 


.  z^ — 4-"-  2,  —  y 

a. -^ ^, 

2 

Cela  fait,  on  obsen^era  que  x^^  = =  -  ,  et  que 


X  X 

par  conséquent 


a:  -f-  -  =  -J  »      ou      ^"^  —  5j:  4-  1  nz  o. 

Voilà  donc  la  résolution  de  l'équation  :r'"  —  1  z=;  c  , 
réduite  à  celle  des  quatre  équations  combinées 

y  +  ^  — 4  =  0 

z^ — y^  —  1=0 

2 

X^  —  SX-\-  i-^o, 
2.  X 
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Soit  encore  p  =  13  ,  l'équation  x^^  —  i  =s:o  étant 
ramenée  à 

x'^  4-x'7.  .  .4-x^H-a:  -I-  1  =  0, 

on  a  p  —  1  r=  1 8  ,  ce  qui  donne  d'abord  a  =  o,f=zÇ  ; 
3a  racine  primitive  est  2  ,  et  on  pose  ,  en  consé- 
quence , 

3  G  9  12  j3 

X  -]-  x^  -\' x^  -\- x^  -{-  x^  4-  ^^  ^=y 

ou 

Substituant  ensuite  oc^  k  x ,  on  aura 

substituant  encore  dajis  la  première  valeur  de  y,  .r'  i\x^ 
il  viendra 

x^  -f.  x'^  -|-  x9  -|-  x'^  -\-  x^  -{-  x'"  z=iy  :     , 

ces  trois  valeurs  renferment,  comme  on  devait  s'y  at- 
tendre ,  toutes  les  puissances  de  x  comprises  depuis 
x^  jusqu'à  x'*  inclusivement,  et  conduisent  à  l'équation 


-y3  4.y^4-6y  — 7  = 


En  décomposant  6  en  3.2,   on  a  &r=:5,  ^1^2;  et 
on  pose 

X  -{r  X"-  =  3  , 

OU  -"_ 

._-.     .       X  -f-  X-  m  z-. 

Les  trois  valeurs  de  s  se    orm.ent  par  la  substitiUicci 
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des  autres  puissances  de  x  qui  font  partie  de  la  pre- 
mière de  y,    et  on  arrive  à  l'équation. 

puis,   à  cause  de  x'^  nz  -  ,  on  a  enRn 

X^ ZX  -f-  1  =  o. 

Ainsi  la  résolution  de  l'équation  x' 9  — 1  =  0  est 
ramenée  à  celle  de 

/-f/  +  6y  — 7=0 

X^ ZX  -}-  1  ==:  o     ("^). 

Pour  connaître  à  fond  la  Théorie  des  nombres ,  on 
peut  consulter  l'ouvrage  où  M.  Legendre  a,  le  pre- 
mier, réuni  cette  théorie  en  un  corps  de  doctrine  com- 
plet,  et  les  Disquisitiones  arithmeticœ  de  IM.  Gauss, 
desquelles  j'ai  tiré  ce  qui  précède.  Les  premiers  ma- 
tériaux de  cette  théorie  sont  l'ouvrage  des  plus  grands 
géomètres  de  notre  siècle ,  qui  ont  démontré  la  plu- 
part des  propositions  dont  Fermât  ne  nous  avait  laissé 
que  les  énoncés  :  leurs  travaux  sont  consignés  dans  It^s 
Recueils  des  académies  de  Paris,  de  Berlin  et  de  Pé- 
tersbourg. 

<gU  .111  ,  .    ^       I       I 

{*)  On  peut  voir  dans  le  Traité  Elémentaire  de  Calcul  dif' 
jérentiel  et  intégral,  que  l'tqnation  jr^ — irzo,  se  rapporte  h  la 
division  de  la  circonférence  du  cercle  en  unnombre  p  de  parties  égalrsj 
et  par  conséquent,  d'après  ce  qui  précède,  la  division  en  dix-sq.t 
parties  ne  dépendant  que  d'équations  du  deuxième  de^ré,  se 
vonsgruirait  géométriquement  par  la  ligne  droite  et  le  cercle. 

FIN. 
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